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1. EinleitungIn dieser Veranstaltung bes
häftigen wir uns mit der numeris
hen Simulation von Radio-frequenzablation. Radiofrequenzablation ist eine minimal invasive Therapiemethode zurBehandlung von Lebertumoren.Wenn ein Patient eine Krebserkrankung hat � egal wo si
h der primäre Tumor be�n-det �, gelangen Krebszellen ins Blut und werden dur
h den ganzen Körper transportiert.Besonders häu�g setzen si
h sol
he Krebszellen in der Leber ab, da diese das Blut �l-tert. Daraus entstehen dann Krebsmetastasen in der Leber. Somit enwi
keln praktis
halle Krebspatienten re
ht bald au
h Lebermetastasen; oft s
hon, bevor der Krebs dia-gnostiziert wurde. Daher ist es von groÿer Bedeutung, Verfahren zur Behandlung sol
herLebermetastasen zu entwi
keln.Eine operative Entfernung von Lebertumoren ist zur Zeit nur in etwa 25% der Fälleerfolgrei
h anwendbar (zum Beispiel auf Grund ungünstiger Lage des Tumores). Auÿer-dem ist eine sol
he Operation sehr aufwändig und teuer. Eine Chemotherapie alleine istebenfalls in der Regel ni
ht erfolgrei
h. Daher ist es von Bedeutung, na
h alternativen,�minimal invasiven� Verfahren zu su
hen. Einige davon sind:Radiofrequenzablation: Ein nadelförmiger Applikator wird von auÿen dur
h die Haut indie Leber eingesto
hen. Dur
h Anlegen eines elektris
hen Stroms wird das Gewebelokal erhitzt und der Tumor damit verko
ht.Laser-induzierte Thermotherapie: Es wird ebenfalls ein Applikator eingesto
hen, je-do
h wird das Gewebe lokal dann dur
h Laserstrahlen zerstört.Hyperthermie: Der Patient wird von auÿen mit elektromagnetis
hen Wellen bestrahlt,die im Tumor fokussieren und diesen dann wiederum dur
h die entstehende Hitzezerstören.Kryotherapie: Es wird wiederum ein Applikator eingesto
hen, der diesmal jedo
h starkgekült wird und dur
h die Kälte ebenfalls das Gewebe abtötet.Das zerstörte Gewebe wird mit der Zeit vom Körper abgebaut und dur
h neues, in-taktes Lebergewebe ersetzt. (Die Leber ist das einzige innere Organ des Mens
hen, dasna
hwä
hst.)Wir bes
hränken uns hier auf die Radiofrequenzablation.Bisher sind die Ärzte bei der Dur
hführung dieser Behandlung hauptsä
hli
h auf ihreErfahrung (bezügli
h der Positionierung des Applikators, Einstellung des elektris
hen Ge-nerators sowie Wahl der Ablationsdauer) angewiesen. Ziel einer numeris
hen Simulationist eine Vorhersage des zerstörten Gewebegebiets in Abhängigkeit von diesen Parametern.Dies dient unter anderem folgenden Zwe
ken:4



• Verbesserund der Planung eines Eingri�s;
• Einzelfallents
heidung für Radiofrequenzablation oder eine andere Therapieform;
• Training von Ärzten.Die folgenden physikalis
hen und 
hemis
hen E�ekte müssen bei der Simulation be-rü
ksi
htigt werden:
• elektris
hes Feld;
• Heizquelle dur
h Strom�uss;
• Wärmeleitung;
• Koagulation von Proteinen;
• Wärmetransport /Kühle�ekt dur
h �ieÿendes Blut;
• Sieden von Zellwasser;
• veränderli
he Materialparameter.Zu Beginn der Veranstaltung wird die Komplexität so gering wie mögli
h gehalten, sodass mögli
hst s
hnell ein �sinnvolles� Gesamtverfahren entwi
kelt wird. Später werdenwir na
h und na
h mehr Komplexitätsebenen hinzuzunehmen.Dieses Skript umfasst jedo
h nur einen Teil der Veranstaltung, nämli
h denjenigen, dervon Tim Kröger gehalten wurde. Die Teile der Veranstaltung, die von Tobias Preuÿerpräsentiert wurden, sind ni
ht in diesem Skript enthalten. Auÿerdem wurden Teile derVeranstaltung in Form von studentis
hen Seminarvorträgen dargeboten; diese sind eben-falls ni
ht in diesem Skript enthalten.
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2. Elektrostatik2.1. Elektris
hes Feld und PotenzialIn Wirkli
hkeit wird am Applikator ein We
hselstrom mit einer Frequenz von etwa500 kHz angelegt. (Daher resultiert au
h die Bezei
hnung �Radiofrequenzablation�.) Indiesem Frequenzberei
h herrs
ht physiologis
he Reizfreiheit, das heiÿt der Patient �be-kommt keinen Stroms
hlag�. Für unsere Bere
hnungen gehen wir jedo
h vereinfa
hendvon einem Glei
hstrom aus, so dass wir die Gesetze der Elektrostatik anwenden können.Dies ist gere
htfertigt, wenn zwei Bedingungen erfüllt sind:
• Zum Einen muss die Wellenlänge der elektromagnetis
hen Wellen groÿ gegen dieAbmessungen der Elektrodenanordnungen sein. Die Wellenlänge bestimmt si
h ge-mäÿ

λ =
c

f
√

ǫr
,wobei c = 3 · 108 m/s die Li
htges
hwindigkeit im Vakuum, f = 5 · 105 s−1 dieFrequenz und ǫr die relative Dielektrizitätskonstante des untersu
hten Mediums ist;sie liegt für Leber je na
h Zustand im Berei
h von etwa 1000 bis 5000 (einheitenlos).Die Wellenlängen liegen somit im Berei
h von 8 bis 19 Metern; die Bedingung istalso erfüllt. Dies bedeutet, dass die zeitli
he Änderung verna
hlässigt werden kann;das elektromagnetis
he Feld ist quasistationär.

• Zum Anderen muss si
hergestellt werden, dass das dur
h das di
h verändernde elek-tris
he Feld erzeugte Magnetfeld wiederum das elektris
he Feld ni
ht nennenswertbeein�usst. Dies ist erfüllt, wenn die Gröÿe
δ =

√

2

ωσµgroÿ gegenüber dem Radius des dur
h den elektris
hen Strom�uss beein�usstenGewebeberei
hs ist. Dabei ist ω = 2πf die Kreisfrequenz, σ die elektris
he Leit-di
hte und µ die magnetis
he Permeabilität des Gewebes. σ liegt zwis
hen 0.2 und
0.5 s3 A2/kg m3 und µ liegt nahe dem Wert im Vakuum von µ0 = 1.256·10−6 kg m/A2 s2.Somit liegt δ zwis
hen 1 und 2 Metern; die Bedingung ist also au
h erfüllt. Somitkann das Magnetfeld komplett verna
hlässigt werden; das Feld ist ni
ht nur quasi-stationär, sondern au
h quasistatis
h.Der am Applikator angelegte elektris
he Strom erzeugt eine Ladungsverteilung in denElektroden und im Gewebe. Würde man einen geladenen Gegenstand in die Nähe des6



2.1. Elektris
hes Feld und PotenzialApplikators bringen, so würde auf diesen eine Kraft ~F wirken. Die Kraft ~F hängt ab vomOrt ~x und der Ladung q des Gegenstands. Sie ist proportional zur Ladung q, das heiÿt,es gilt die Beziehung
~F (q, ~x) = q ~E(~x)mit einem Vektorfeld ~E, das als elektris
hes Feld bezei
hnet wird. Die SI-Einheiten sind:

[~F ] = kg m/s2 = N,

[q] = A s = C,

[ ~E] = kg m/A s3.Satz und De�nition 2.1 Es sei G ⊂ R
3 ein sternförmiges Gebiet und ~E : G → R

3 einstetig di�erenzierbares Vektorfeld. Dann sind folgende Bedingungen äquivalent:1. Es existiert eine zweimal stetig di�erenzierbare Funktion ϕ : G → R mit ~E = −∇ϕ.2. ∇× ~E = 0.3. ∮

~E · d~s = 0 über jeden ges
hlossenen Weg in G.Sind diese Bedingungen erfüllt, so heiÿt ~E ein konservatives Feld.Beweis: Ist Bedingung 1 erfüllt, so folgt
∇× ~E = −∇×∇ϕ = 0,weil die Rotation eines Gradienten stets vers
hwindet.Sei jetzt Bedingung 2 erfüllt und ein ges
hlossener Weg in G gegeben. Der ges
hlosseneWeg kann als Rand ∂M einer glatten Mannigfaltigkeit M ⊂ G dargestellt werden (indemman jeden Punkt der Kurve mit dem Zentrum ~z des sternförmigen Gebiets G verbindetund dann in einer kleinen Kugel um z die Flä
he glättet). Na
h dem Satz von Stokes istdann

∮

∂M

~E · d~s =

∫

M

(∇× ~E) · ~ndA = 0.(Hierbei ist ~n der Normalenvektor an die Flä
he M , der in die Ri
htung zeigt, von deraus gesehen die Randkurve im Gegenuhrzeigersinn orientiert ist.)Sei jetzt Bedingung 3 erfüllt. Wir de�nieren ϕ dur
h
ϕ(~x) = −

∫ ~x

~z

~E · d~s, (2.1)wobei ~z das Zentrum des sternförmigen Gebiets G ist und das Integral über einen belie-bigen Weg von ~z na
h ~x erfolgt (zum Beispiel die Stre
ke von ~z na
h ~x). O�ensi
htli
h7



2. Elektrostatikist der Wert des Integrals von der Wahl des Weges unabhängig. Jede Komponente von
∇ϕ hat die Form

∂jϕ = lim
h→0

ϕ(~x + h~ej) − ϕ(~x)

h
,wobei ~ej der j-te Einheitsvektor ist. Da die Wahl des Weges in (2.1) beliebig ist, kannman den Weg von ~z na
h ~x+h~ej aus dem Weg von ~z na
h ~x und der Stre
ke von ~x na
h

~x + h~ej zusammensetzen. Für den gemeinsamen Wegteil fällt das Integral weg, und esbleibt:
∂jϕ = − lim

h→0

1

h

∫ ~x+h~ej

~x

~E · d~s = − lim
h→0

1

h

∫ h

0

~E(~x + τ~ej) · ~ej dτ.Na
h dem Mittelwertsatz existiert zu jedem h ein ξ(h) mit 0 ≤ ξ(h) ≤ h so, dass
∫ h

0

~E(~x + τ~ej) · ~ej dτ = h~E(~x + ξ(h)~ej) · ~ejist, also
∂jϕ = − lim

h→0

~E(~x + ξ(h)~ej) · ~ej = − ~E(~x) · ~ej = −Ej(~x),was zu zeigen war. �Übung 2.2 Wenn man in der Voraussetzung den Begri� �sternförmig� dur
h �zusam-menhängend� ersetzt, in wel
her Beziehung stehen die drei Bedingungen dann? Wel
heBeweisteile gehen s
hief? Kann man ein Gegenbeispiel �nden?Um in unserem elektris
hen Feld den geladenen Gegenstand vom Punkt ~x zum Punkt
~y zu bringen, ist die Energie

W = −
∫ ~y

~x

~F · d~s = −q

∫ ~y

~x

~E · d~saufzuwenden. Der Integrationsweg ist der Weg, entlag dem der Gegenstand bewegt wird.Ist ~x = ~y, so muss wegen des Prinzips der Energieerhaltung W = 0 sein, egal wel
herWeg gewählt wurde. Somit gilt
∮

~E · d~s = 0entlang jedes ges
hlossenen Weges. Das elektris
he Feld ist also konservativ, und es exis-tiert eine Funktion ϕ mit
~E = −∇ϕ. (2.2)

ϕ wird als elektris
hes Potenzial bezei
hnet. Die SI-Einheiten sind:
[W ] = kg m2/s2 = J,

[ϕ] = kg m2/A s3 = V.Übung 2.3 Warum s
hreibt man wohl das Minus-Zei
hen vor ∇ϕ?8



2.2. Potenzialglei
hung2.2. Potenzialglei
hungEs sei σ die elektris
he Leitdi
hte. Wir müssen damit re
hnen, dass σ ni
ht konstant ist,weil der Tumor beispielsweise andere elektris
he Eigens
haften hat als gesundes Gewebeoder bereits koaguliertes Gewebe oder Blutgefäÿe und weil die elektris
hen Eigens
haf-ten si
h au
h mit der Temperatur ändern können. Auÿerdem ändert si
h die elektris
heLeitfähigkeit sehr stark, wenn das Wasser in den Zellen verdampft. Wir s
hreiben also
σ(~x).Die elektris
he Stromdi
hte ~J(~x) gibt an, wie viel Strom pro Zeiteinheit dur
h einFlä
henstü
k �ieÿt (und in wel
he Ri
htung). Sie ist das Produkt des elektris
hen Feldesund der elektris
hen Leitfähigkeit:

~J = σ ~E. (2.3)Die SI-Einheiten sind:
[σ] = s3 A2/kg m3 = 1/Ω m,

[ ~J ] = A/m2.Betra
htet man ein Volumen V ⊂ R
3 im Gewebe, das si
h auÿerhalb der Elektrodenbe�ndet, so muss über den Rand genauso viel Strom hinein- wie heraus�ieÿen, da manim Gewebe keine Stromquelle oder -senke hat. (Die Elektroden werden als Stromquelleund -senke betra
htet, deswegen gilt dies dort ni
ht.) Man hat also

∫

∂V

~J · ~n dA = 0, (2.4)wobei ~n die äuÿere Normale an das Volumen V ist. Mittels Satz von Gauÿ (partielleIntegration) erhält man
∫

∂V

~J · ~ndA =

∫

V

∇ · ~J(~x) d~x.Ist∇· ~J stetig, so folgt daraus, dass∇· ~J auÿerhalb der Elektroden identis
h vers
hwindet,denn wäre etwa ∇ · ~J(~y) 6= 0 für ein ~y, so müsste ∇ · ~J auf einer Umgebung V von ~yunglei
h null sein und einheitli
hes Vorzei
hen haben, weswegen dann ∫

V
∇ · ~J(~x) d~x fürdieses V ni
ht vers
hwinden könnte. Es gilt also:

0 = ∇ · ~J(~x) = ∇ · (σ(~x) ~E(~x)) = −∇ · (σ(~x)∇ϕ(~x)) (2.5)auÿerhalb der Elektroden. Dies ist eine elliptis
he partielle Di�erenzialglei
hung für ϕ.Bisher ist sie sogar linear.Wir betra
hten nun no
h den Fall, dass σ und damit ~J nur stü
kweise stetig ist. DerEinfa
hheit halber, sei angenommen, dass σ nur entlang einer glatten Flä
he M springt.
M unterteile eine Grundmenge Ω in zwei o�ene Teilmengen Ω1 und Ω2. Es bezei
hnen9



2. Elektrostatik
σ1, σ2, ϕ1 und ϕ2 die Werte von σ und ϕ auf Ω1 und Ω2. Wir nehmen an, dass all dieseFunktionen stetig auf den Rand M fortsetzbar sind. Dann führt (2.4) zu

0 =

∫

∂V

~J · ~n dA =

∫

∂V ∩Ω1

~J1 · ~n1 dA +

∫

∂V ∩Ω2

~J2 · ~n2 dA.Nun ist ∂V ∩ Ωj ein Teil des Randes von V ∩ Ωj ; der andere Teil ist jeweils V ∩ M .De�niert man auf M eine Normale ~nM , die in Ri
htung Ω2 zeigt, so gilt1:
· · · =

∫

∂(V ∩Ω1)

~J1 · ~n1 dA +

∫

∂(V ∩Ω2)

~J2 · ~n2 dA +

∫

V ∩M

( ~J2 − ~J1) · ~nM dA

=

∫

V ∩Ω1

∇ · ~J1 d~x +

∫

V ∩Ω2

∇ · ~J2 d~x +

∫

V ∩M

( ~J2 − ~J1) · ~nM dA

=

∫

V ∩M

( ~J2 − ~J1) · ~nM dA,weil ∇·J ja im Inneren von Ω1 und Ω2 na
h wie vor vers
hwindet. Da ~J1 und ~J2 entlang
M jeweils stetig sind, muss (na
h ähnli
hen Argumenten wie oben) ( ~J2− ~J1) ·~nM überallauf M vers
hwinden. Einsetzen von (2.3) und (2.2) liefert die Bedingung

(σ2∇ϕ2 − σ1∇ϕ1) · ~nM = 0, (2.6)die also entlang jeder Unstetigkeit von σ als das Äquivalent zur Di�erenzialglei
hung (2.5)anzusehen ist. Wir werden das später bei der s
hwa
hen Formulierung wieder aufgreifen;dort wird es ganz natürli
h ins Kalkül passen.2.3. Randbedingungen für die Potenzialglei
hungDamit die Potenzialglei
hung eine eindeutige Lösung hat, müssen wir sie no
h mit Rand-werten versehen. Dazu müssen wir uns zunä
hst überlegen, was unser Re
hengebiet istund wo es Ränder hat.
• Da man die numeris
hen Re
hnungen ni
ht gut auf eine unbes
hränkten Gebietdur
hführen kann und da es auÿerdem anzunehmen ist, dass die Ablation nur dieRegion lokal um den Applikator beein�usst, wählt man eine �Interessenregion� (eng-lis
he Bezei
hnung: Region of Interest, abgekürzt ROI ). Sie ist der Einfa
hheit hal-ber quaderförmig und so groÿ, dass man annehmen kann, dass auÿerhalb keinefür die Simulation relevanten Dinge passieren. Der Rand der Region of Interest istsomit au
h Rand des Re
hengebiets; wir nennen ihn äuÿeren Rand.
• Da (2.5) nur auÿerhalb der Elektroden gilt, müssen wir die Elektroden aus demRe
hengebiet herauss
hneiden. Somit wird der Rand der Elektroden au
h zu einem1Die Punkte �· · · � am Anfang einer Glei
hungskette bedeuten, dass die vorangegangene Glei
hungskette(oder eine andere, wenn dies aus dem Zusammenhang hervorgeht) fortgesetzt wird.10



2.3. Randbedingungen für die Potenzialglei
hungRand des Re
hengebiets; wir haben also einen sogenannten inneren Rand. (DieGröÿen ~E und ϕ existieren prinzipiell au
h im Inneren der Elektroden, so dassdie Sternförmigkeitsvoraussetzung in Satz 2.1 keine Probleme ma
ht. Ledigli
h dieGlei
hung (2.5) gilt dort ni
ht.)Wir bes
häftigen uns zunä
hst mit den inneren Rändern. Es sei angenommen, dass dieElektroden eine unendli
h groÿe elektris
he Leitfähigkeit haben. Dann ist auf ihrem Randdas elektris
he Potenzial konstant. Für die numeris
he Bere
hnung setzen wir die Wertevon ϕ auf den Elektroden auf 1 und −1 fest (wir setzen also Diri
hlet-Randbedingungenan diesen Rändern). Das tatsä
hli
he Potenzial unters
heidet si
h dann von dem bere
h-neten um eine multiplikative und eine additive Konstante. Die multiplikative Konstantewird später bestimmt; die additive spielt keine Rolle, da das Potenzial (als Stammfunk-tion des elektris
hen Feldes) sowieso nur bis auf eine additive Konstante eindeutig ist.Ferner setzen wir das elektris
he Potenzial im Inneren der Elektroden der Einfa
hheit hal-ber konstant fort, weil der tatsä
hli
he Wert dort für die Simulation ni
ht weiter relevantist.Die Bedingungen an den äuÿeren Rändern sind ni
ht so klar, da es si
h dabei umkünstli
he Ränder handelt. Übli
h sind folgende Mögli
hkeiten:
• Man kann annehmen, dass der Strom�uss über den Rand der ROI verna
hlässigbarist. In jedem Punkt des Randes ist dieser Strom�uss gegeben dur
h ~J · ~n, wobei ~ndie äuÿere Normale an die ROI ist. Wegen ~J = −σ∇ϕ für das zu der Bedingung

∇ϕ · ~n = 0 am Rand (sofern ni
ht σ = 0 ist, was bedeuten würde, dass dasGewebe ein elektris
her Isolator wäre). Diese Bedingungen werden als HomogeneNeumann-Randbedingungen bezei
hnet. Sie versagen allerdings bei der Verwendungsogenannter monopolarer Applikatoren, also Applikatoren mit nur einer Elektrode,weil hier der Stromkreis nur ges
hlossen wird, indem eine Neutralelektrode an einementfernten Körperteil (zum Beispiel am Arm oder am Bein) des Patienten befestigtwird. Monopolare Applikatoren sind dur
haus gebräu
hli
h, weil sie billiger sind.Die Bere
hnung mit Neumann-Randbedingungen am äuÿeren Rand führt dann zueinem konstanten Potenzial und somit zu einem vers
hwindenden elektris
hen Feld.Damit kann man ni
hts anfangen.
• Homogene Diri
hlet-Bedingungen: ϕ = 0.
• Robin-Randbedingungen:

∇ϕ · ~n =
~n · (~s − ~x)

|~s − ~x|2 ϕ, (2.7)wobei ~s der �Mittelpunkt der aktiven Zone� ist (s
hwammiger Begri�). Die Ideedabei ist, dass si
h das Potenzial in genügend groÿer Entfernung vom Applikatorso verhält wie das von einer Punktladung (im Punkt ~s) erzeugte Potenzial. Dieseskann man aber exakt bere
hnen:
ϕP = C · 1

|~s − ~x| 11



2. Elektrostatikmit einer Konstanten C, deren Wert in unserer Situation ni
ht ohne Weiteres be-stimmbar ist. Man kann na
hre
hnen, dass ϕP unabhängig vom Wert von C dieGlei
hung (2.7) exakt erfüllt.Wir ents
heiden uns für die Robin-Randbedingungen und fassen zusammen: Das elek-tris
he Potenzial wird modelliert dur
h das elliptis
he Randwertproblem
−∇ · (σ(~x)∇ϕ(~x)) = 0 in Ω \ Ω±, (2.8a)

ϕ(~x) = 1 auf Ω+, (2.8b)
ϕ(~x) = −1 auf Ω−, (2.8
)

∇ϕ · ~n =
~n · (~s − ~x)

|~s − ~x|2 ϕ auf Γ. (2.8d)Hierbei haben wir folgende Bezei
hnungen für besimmten Teilmengen der R
3 benutzt:

Ω: Region of Interest,
Ω+: positive Elektrode,
Ω−: negative Elektrode,
Ω±: Ω+ ∪ Ω−,
Γ: ∂Ω.
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3. Finite Elemente für diePotenzialglei
hungDas elliptis
he Randwertproblem (2.8) lässt si
h im Allgemeinen ni
ht analytis
h lösen.Wir willen sie numeris
h mit der Methode der Finiten Elemente behandeln. Viele derfehlenden Beweise �ndet man in guten Lehrbü
hern über Finite Elemente, zum BeispielBraess.Da wir in diesem Kapitel in ein anderes Gebiet der Mathematik eintau
hen, benutzenwir zum Teil au
h andere Bezei
hnungen: Ω bezei
hnet abwei
hend das Re
hengebiet fürdie Potenzialglei
hung, also die ROI ohne die Elektroden. Das gesu
hte Potenzial nennenwir u. Auÿerdem verzi
hten wir auf Vektorpfeile über vektorwertigen Gröÿen.3.1. S
hwa
he Lösungen
Ω ist also ein o�enes, bes
hränktes Re
hengebiet im R

n (bei uns n = 3). Wir nehmenan, dass der Rand Γ stü
kweise glatt ist und si
h in zwei Teile Γ1 und Γ2 unterteilt(wobei Γ2 o�en in Γ ist), auf denen Diri
hlet- beziehungsweise Neumann-Bedingungenvorgegeben sind. Ferner nehmen wir an, dass alle Randbedingungen homogen sind. Diesist ein Widerpru
h zu (2.8b) und (2.8
); wir kommen später darauf zurü
k. Stattdessennehmen wir an, dass die Glei
hung selbst inhomogen ist. Wir haben also zu lösen:
−∇ · (σ(x)∇u(x)) = f(x) in Ω, (3.1a)

u(x) = 0 auf Γ1, (3.1b)
∇u(x) · n(x) = 0 auf Γ2, (3.1
)mit einer gegebenen Funktion f .Die Methode der Finiten Elemente basiert darauf, dass man die das Randwertproblemumformuliert in ein Variationsproblem. Dazu nehmen wir an, wir hätten eine Lösung uvon (3.1). Wir multiplizieren alsdann (3.1) mit einer sogenannten �Testfunktion� v undintegrieren das Ergebnis über Ω. Wir erhalten:

0 = −
∫

Ω

∇ · (σ(x)∇u(x))v(x) dx −
∫

Ω

f(x)v(x) dx.Im ersten Integral wenden wir partielle Integration (Satz von Gauÿ) an und erhalten:
0 =

∫

Ω

σ∇u · ∇v dx −
∫

Γ1

σ∇u · nv ds(x) −
∫

Γ2

σ∇u · nv ds(x) −
∫

Ω

fv dx. 13



3. Finite Elemente für die Potenzialglei
hungDas Γ2-Integral fällt weg, weil ∇u · n = 0 ist gemäÿ (3.1
). Wenn wir ferner annehmen,dass die Testfunktion v ebenfalls die Diri
hlet-Randbedingung (3.1b) erfüllt, fällt das
Γ1-Integral au
h weg. Es gilt dann also

0 =

∫

Ω

σ∇u · ∇v dx −
∫

Ω

fv dx. (3.2)Satz 3.1 Seien σ ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω) und f ∈ C(Ω). Sei
X = {u ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω) : u|Γ1

= 0}und u ∈ X. Dann sind äquivalent:1. Es gilt (3.1).2. Es gilt (3.2) für alle v ∈ X.Beweis: Die Hin-Ri
htung haben wir gerade gezeigt. Für die Rü
k-Ri
htung sei ange-nommen, dass (3.1a) in einem Punkt x0 ∈ Ω ni
ht erfüllt sei, etwa
−∇ · (σ(x0)∇u(x0)) > f(x0).Aus Stetigkeitsgründen gibt es eine Umgebung V von x0, deren Abs
hluss no
h in Ω liegtund auf der überall −∇ · (σ∇u) > f ist. Man �ndet dazu ein v ∈ X, das auÿerhalb von

V vers
hwindet, in V ni
htnegativ ist und v(x0) = 1 hat. Setzt man dieses v in (3.2) einund formt alles zurü
k um (die Randterme entfallen, weil v auf dem Rand vers
hwindet),so erhält man einen Widerspru
h. Also gilt (3.1a). Ferner gilt (3.1b) na
h De�nition von
X. Wäre jetzt x0 ∈ Γ2 ein Punkt, in dem (3.1
) ni
ht gilt. Dann �ndet man wieder einegeeignete von x0 in Γ2, und so weiter wie eben. Beim Einsetzen in (3.2) und Zurü
kre
h-nen fällt diesmal die Di�erenzialglei
hung weg, weil wir von dieser ja s
hon wissen, dasssie erfüllt ist. �Auf X de�nieren wir die Linearform l und die Bilinearform a gemäÿ

l(v) =

∫

Ω

fv dx, a(u, v) =

∫

Ω

σ∇u · ∇v dx,dann s
hreibt si
h (3.2) formal so:
a(u, v) = l(v) für alle v ∈ X.De�nition 3.2 Sei X ein normierter Raum.1. Eine Linearform l auf X heiÿt stetig, falls eine Konstante C < ∞ existiert so,dass |l(u)| ≤ C‖u‖ für alle u ∈ X.2. Eine Bilinearform a auf X heiÿt stetig, falls eine Konstante C < ∞ existiert so,dass |a(u, v)| ≤ C‖u‖‖v‖ für alle u, v ∈ X.14



3.1. S
hwa
he Lösungen3. Eine Bilinearform a auf X heiÿt elliptis
h, falls eine Konstante α > 0 existiert so,dass a(u, u) ≥ α‖u‖2 für alle u ∈ X.Satz 3.3 (Lax�Milgram) Sei H ein Hilbertraum, l eine stetige Linearform auf H und
a eine stetige, elliptis
he Bilinearform auf H. Dann existiert genau ein u ∈ H so, dass
a(u, v) = l(v) ist für alle v ∈ H.Man kann übrigens zeigen, dass an der Lösung u das Funktional J(v) = a(v, v)/2 − l(v)sein eindeutiges Minimum annimmt, das ist für uns aber hier ni
ht von Bedeutung.Für die Finiten Elemente spielt der Satz von Lax�Milgram eine groÿe Rolle, weil seineAussage si
h, wie wir no
h sehen werden, auf das diskretisierte Problem überträgt. Wirmüssen uns von unserem oben eingeführten Raum X jedo
h verabs
hieden und na
hLösungen in allgemeineren Räumen (sogenannten s
hwa
hen Lösungen) su
hen, denn:

• Der Raum X lässt si
h ni
ht derart normieren, dass alle Voraussetzungen des Satzesvon Lax�Milgram erfüllt sind.
• Mit dem Raum X bekämen wir au
h Probleme, wenn σ oder f ni
ht mehr genü-gend glatt wären. Man bea
hte, dass σ zum Beispiel in vers
hiedenen Gewebetypenunters
hiedli
he Werte haben könnte.
• Für Re
hengebiete mit sogenannten �einspringenden E
ken� ist selbst für glatte σund f ni
ht garantiert, dass in X überhaupt eine Lösung existiert.Wie führen jetzt Räume von Funktionen ein, die in einem s
hwä
heren als dem her-kömmli
hen Sinne di�erenzierbar sind, um dana
h auf diesen Räumen den Satz vonLax�Milgram anzuwenden.De�nition 3.4 Sei u ∈ L2(Ω) eine Funktion und α ∈ N

n
0 ein Multiindex. Man sagt, ubesitzt eine s
hwa
he Ableitung ∂αu ∈ L2(Ω), falls eine Funktion uα ∈ L2(Ω) existiertso, dass

∫

Ω

u∂αv dx = (−1)|α|
∫

Ω

uαv dxfür alle v ∈ C∞
0 (Ω). Dieses uα bezei
hnet man dann mit ∂α.Übung 3.5 Man zeige, dass uα, wenn es existiert, eindeutig bestimmt ist. Ferner zei-ge man, dass im Falle dass ∂αu im herkömmli
hen Sinne existiert und in L2 ist, dieDe�nition mit der herkömmli
hen De�nition übereinstimmt.Übung 3.6 Man zeige, dass die Funktion u(x) = |x| auf dem Intervall Ω = (−1, 1)s
hwa
he erste Ableitung besitzt.De�nition 3.7 Sei m ∈ N0. Der Sobolev-Raum Hm(Ω) ist gegeben dur
h

Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : ∂αu ∈ L2(Ω) für alle |α| ≤ m}. 15



3. Finite Elemente für die Potenzialglei
hungEr wird wie folgt mit Skalarprodukt, Norm und Seminorm versehen:
(u, v)Hm =

∑

|α|≤m

∫

Ω

∂αu∂αv dx, ‖u‖2
Hm =

∑

|α|≤m

∫

Ω

(∂αu)2 dx,

|u|2Hm =
∑

|α|=m

∫

Ω

(∂αu)2 dx.Satz 3.8 Hm(Ω) ist ein Hilbertraum.Übung 3.9 Was ist H0(Ω)?Um auf unser Problem den Satz von Lax�Milgram anzuwenden, wollen wir
H = {u ∈ H1(Ω) : u|Γ1

= 0}setzen. Da u als L2-Funktion aber nur fast überall eindeutig gegeben ist und Γ1 im R
neine Nullmenge ist, ist ni
ht klar, ob u|Γ1

überhaupt erklärt ist. Dies ist aber in der Tatder Fall:Satz 3.10 (Spursatz) Sei Ω ⊂ R
n o�en und bes
hränkt mit stü
kweise glattem Rand,und in jedem Punkt x des Randes sei die sogenannte Kegelbedingung erfüllt, das heiÿtes gibt einen Kegel mit Spitze in x, der ganz in Ω liegt. Dann ist für u ∈ H1(Ω) dieRestriktion u|Γ sinnvoll erklärt; es ist u|Γ ∈ L2(Γ), und es gilt
‖u|Γ‖L2 ≤ C‖u‖H1 ,mit einer Konstanten C, die nur von Ω abhängt.Die oben angegebene De�nition von H ist also sinnvoll. Ferner ist H als abges
hlossenerUnterraum von H1(Ω) vollständig. Wir wollen prüfen, ob die verbleibenden Vorausset-zungen des Satzes von Lax�Milgram gültig sind. Dies sind die Stetigkeit von l sowie dieStetigkeit und Elliptizität von a.Zur Stetigkeit von l:

|l(v)| =

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

vf dx

∣

∣

∣

∣

≤ ‖v‖L2‖f‖L2 ≤ ‖v‖H1‖f‖L2 ,sofern zumindest f ∈ L2(Ω) ist. (Das ist eine wesentli
h s
hwä
here Voraussetzung alsdas ursprüngli
h geforderte f ∈ C(Ω), siehe Satz 3.1.)Zur Stetigkeit von a:
|a(u, v)| =

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

σ∇u · ∇v dx

∣

∣

∣

∣

≤ ‖σ‖L∞

∫

Ω

|∇u||∇v| dx ≤ ‖σ‖L∞‖∇u‖L2‖∇v‖L2

≤ ‖σ‖L∞‖u‖H1‖v‖H1 .Dafür muss also zumindest σ ∈ L∞(Ω) sein.16



3.1. S
hwa
he LösungenFür die Elliptizität von a nehmen wir zusätzli
h no
h an, dass σ von null weg be-s
hränkt ist, also σ ≥ σ0 > 0. Dann gilt:
a(v, v) =

∫

Ω

σ(∇v)2 dx ≥ σ0

∫

Ω

(∇v)2 dx = σ0|v|2H1 .Das rei
ht so ni
ht aus, wir haben nur die Seminorm, ni
ht die Norm. Man kann jedo
hmit der sogenannten Poin
aré-Friedri
hs
hen Unglei
hung zeigen, dass die Elliptizitätdenno
h gegeben ist, sofern der Teilrand, auf dem Diri
hlet-Bedingungen gegeben sind,(also Γ1) positives (n− 1)-dimensionales Lebesgue-Maÿ hat (also ni
ht �fast ni
hts� ist).Wir erinnern uns daran, dass Γ1 bei uns die Ober�ä
he der Elektroden ist, die ja tat-sä
hli
h ni
ht �fast ni
hts� sind.Wir fassen zusammen:Satz und De�nition 3.11 Es sei
H = {u ∈ H1(Ω) : u|Γ1

= 0},und auf H seien eine Linearform l und eine Bilinearform a erklärt gemäÿ
l(v) =

∫

Ω

fv dx, a(u, v) =

∫

Ω

σ∇u · ∇v dx. (3.3)Mit der H1-Norm ist H ein Hilbertraum, und alle Voraussetzungen des Satzes fon Lax�Milgram (Satz 3.3) sind erfüllt. Somit existiert ein eindeutiges u ∈ H so, dass a(u, v) =
l(v) für alle v ∈ H. Dieses u heiÿt s
hwa
he Lösung des Randwertproblems (3.1). Falls
u ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω) ist und auÿerdem σ ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω) und f ∈ C(Ω), so ist u starkeLösung.Wir wollen uns jetzt no
h einmal um den Fall eines unstetigen σ kümmern, um zusehen, dass die obige s
hwa
he Formulierung des Randwertproblems in dem Fall zu der-selben Sprungbedingung wie in Abs
hnitt 2.2 (Glei
hung (2.6)) führt. Es mögen analogeBezei
hnungen wie damals gelten (Ω1, Ω2, M und so weiter), und u sei eine s
hwa
heLösung der Potenzialglei
hung, die global stetig ist sowie C2 in den beiden Teilgebieten
Ω1 und Ω2, und sie lasse si
h beiden Seiten C1 in die Trenn�ä
he M fortsetzen. Mitdenselben Argumenten wir im Beweis von Satz 3.1 sieht man, dass u im Inneren von Ω1und Ω2 jeweils starke Lösung ist. Sei jetzt v eine Testfunktion aus C∞

0 (Ω). Dann ist
0 =

∫

Ω

σ∇u · ∇v dx −
∫

Ω

fv dx =

∫

Ω1

(σ1∇u1 · ∇v − fv) dx +

∫

Ω2

· · · dx

=

∫

Ω1

(−∇ · (σ1∇u1)v − fv) dx +

∫

∂Ω1

σ1∇u1 · nΩ1
v ds(x) −

∫

Ω2

· · · dx +

∫

∂Ω2

· · · ds(x).Die Volumenintegrale fallen weg, weil u jeweils starke Lösung ist. Von den Randinte-gralen bleibt nur der Teil über die Mannigfaltigkeit M über, weil am übrigen Rand vvers
hwindet. Mit nM = nΩ1
= −nΩ2

(wie zuvor) ist somit
0 =

∫

M

(σ1∇u1 − σ2∇u2) · nMv ds(x), 17



3. Finite Elemente für die Potenzialglei
hungund weil v beliebig ist, gilt wieder (wie im Beweis von Satz 3.1) punktweise
(σ1∇u1 − σ2∇u2) · nM = 0auf M , und das stimmt in der Tat überein mit (2.6). Dies zeigt, dass unsere s
hwa
heFormulierung die Modellsituation sogar besser bes
hreibt als die Di�erenzialglei
hung,weil sie gewisse Unstetigkeiten zulässt und dabei mit dem Modell konsistent bleibt.3.2. DiskretisierungWir haben es also mit einer Situation wie im Satz von Lax�Milgram zu tun, das heiÿt,auf einem Hilbertraum H haben wir eine stetige Linearform l und eine stetige, elliptis
heBilinearform a, und wir su
hen das eindeutige u ∈ H, mit dem gilt

a(u, v) = l(v) für alle v ∈ H. (3.4)Natürli
h ist die exakte Lösung in der Regel immer no
h ni
ht bestimmbar.1 Die Grun-didee der Methode der Finiten Elemente besteht nun in folgender Idee:Es sei Vh ⊂ H ein endli
hdimensionaler Teilraum2, und wir approximieren u dur
h
uh ∈ Vh mit

a(uh, vh) = l(vh) für alle vh ∈ Vh. (3.5)Dass ein sol
hes uh stets existiert und eindeutig bestimmt ist, liefert wiederum der Satzvon Lax�Milgram, denn alle Voraussetzungen übertragen si
h auf den Raum Vh (die Voll-ständigkeit folgt, weil Vh isomorph zu einem R
n ist). Andererseits ist (3.5) äquivalent zueinem endli
hdimensionalen linearen Glei
hungssystem, das man mit geeigneten Verfah-ren lösen kann. Da wir ja nunmal wissen, dass eine eindeutige Lösung existiert, muss dieMatrix dieses Glei
hungssystems regulär sein.Es bleiben zwei Fragen zu klären:1. Gibt es Grund zu der Annahme, dass uh tatsä
hli
h eine gute Approximation an uist?2. Was ist eine günstige Wahl von Vh?Zur ersten Frage gibt es folgendes Resultat:Lemma 3.12 (Céa) In dieser Situation gilt

‖u − uh‖H ≤ C

α
inf

vh∈Vh

‖u − vh‖H ,wobei C und α die Stetigkeits- und Elliptizitätskonstanten der Bilinearform α sind.1Der Beweis des Satzes von Lax�Milgram ist ni
ht konstuktiv; er nutzt die Vollständigkeit des Raumesaus und konstruiert die Lösung als Grenzwert einer Cau
hy-Folge.2
h ist zunä
hst nur ein Symbol und wird später mit Leben gefüllt.18



3.2. DiskretisierungIn Worten: Die von uns gewählte Approximation ist hö
hsens um einen festen Faktor (dernur vom Problem abhängt) s
hle
hter als die beste Approximation, die in dem gewähltenRaum Vh überhaupt mögli
h ist.Beweis (des Lemmas): Für vh ∈ Vh gilt a(uh, vh) = l(vh), aber au
h a(u, vh) = l(vh)weil ja au
h vh ∈ H ist. Dur
h Subtraktion ergibt si
h
a(u − uh, vh) = 0 für alle vh ∈ Vh.Für jedes vh ∈ Vh gilt nun

α‖u − uh‖2
H ≤ a(u − uh, u − uh) = a(u − uh, u − vh) + a(u − uh, vh − uh).Da aber au
h vh−uh ∈ Vh ist, ist der zweite Summand na
h der obigen Überlegung null,also
· · · = a(u − uh, u − vh) ≤ C‖u − uh‖H‖u − vh‖H ,und die Behauptung folgt na
h Division dur
h ‖u − uh‖H . �Zwei Warnungen am Rande:

• Bei der Auswahl des Raumes Vh muss man si
her stellen, dass si
h die exakteLösung u in Vh genügend gut approximieren lässt; sonst nützt das Lemma ni
hts.
• Das Lemma von Céa gilt nur in der Norm des Raumes H; das ist bei uns dieSobolev-Norm ‖·‖H1 . Fehlerabs
hätzungen in �s
höneren� Normen bekommt mannur mit deutli
h mehr Aufwand.Im Rahmen dieser Veranstaltung wollen wir hier jedo
h ni
ht weiter ins Detail gehen.Wenden wir uns jetzt der Frage na
h der Wahl des Rauems Vh zu. Für die Zwe
kedieser Veranstaltung bes
hränken wir uns auf Räume Vh, die wie folgt entstehen: Wirunterteilen unser (quaderförmiges) Re
hengebiet Ω in eine endli
he Anzahl kongruenter,a
hsenparalleler Würfel mit Kantenlänge h. Sodann legen wir fest, dass Vh aus all jenenFunktionen besteht, die global stetig sind und auf jedem diese Würfel trilinear, also eineDarstellung der Form

u(x) = a + b1x1 + b2x2 + b3x3 + c12x1x2 + c13x1x3 + c23x2x3 + dx1x2x3(auf jedem Würfel) haben. Wir nennen unsere Unterteilung ein Gitter und die kleinenWürfel Gitterzellen oder au
h Elemente3. Die E
kpunkte der Würfel heiÿen Gitterknoten.Übung 3.13 Zeigen Sie, dass der so de�nierte Raum Vh tatsä
hli
h ein Teilraum von Hist.3Die Bezei
hnung �Elemente� ist übli
h, aber problematis
h, weil man so eigentli
h die in kürze einge-führten Basisfunktionen nennt. 19



3. Finite Elemente für die Potenzialglei
hungDen Rest des Abs
hnitts verbringen wir mir der Frage, wie das lineare Glei
hungssys-tem nun tatsä
hli
h aussieht.Der endli
hdimensionale Raum Vh besitzt eine Basis; ihre Elemente mögen ϕ1, . . . , ϕNheiÿen (wobei N die Dimension ist). Unsere diskretisierte Lösung ist dur
h (3.5) 
harak-tisiert, wobei man aber als Testfunktion vh nur alle Basisfunktionen ϕj betra
hten muss,weil der Rest dann aus der Linearität folgt. Ferner ist die Lösung uh eine Linearkombi-nationen der Basisfunktionen:
uh =

N
∑

i=1

uiϕi.Das Glei
hungssystem lautet somit
N

∑

i=1

uia(ϕi, ϕj) = l(ϕj) für alle j,also
Lu = b,wobei (mit Notationsmissbrau
h)

L =







a(ϕ1, ϕ1) · · · a(ϕ1, ϕN )... ...
a(ϕN , ϕ1) · · · a(ϕN , ϕN )






, u =







u1...
uN






, b =







l(ϕ1)...
l(ϕN )





ist. Zu Erinnerung: In unserem Fall ist die Bilinearform a gegeben dur
h
a(u, v) =

∫

Ω

σ∇u · ∇v dx(siehe (3.3)) und somit symmetris
h, das heiÿt a(u, v) = a(v, u), so dass wir feststellen,dass au
h die Matrix L symmetris
h ist. Au
h ist die Matrix positiv de�nit, denn ist virgendein Vektor und vh =
∑

i viϕi ∈ Vh, so ist
vtLv =

N
∑

i=1

N
∑

j=1

via(ϕi, ϕj)vj = a(vh, vh) ≥ α‖vh‖2
H ,und weil auf dem endli
hdimensionalen Raum Vh alle Normen äquivalent sind, ist ‖vh‖H ≥

c|v| mit einer geeigneten Konstanten c.Die tatsä
hli
he Gestalt der Matrix L hängt von der Wahl der Basis ab. Es ist zwe
k-mäÿig, die Basis so zu wählen, dass mögli
hst viele Einträge der Matrix L vers
hwinden,die Matrix also dünn besetzt ist, weil viele Lösungsalgorithmen für lineare Glei
hungssys-teme dann sehr viel s
hneller sind. Man kann na
hre
hnen, dass eine Funktion vh ∈ Vheindeutig bestimmt ist dur
h ihre Werte in allen Knoten. Wenn wir alle Knoten, auf20



3.2. Diskretisierungdenen vh ni
ht auf Grund der Diri
hlet-Randbedingung vers
hwinden muss, von x1 bis
xN dur
hnummerieren, so ist eine Basis (ϕi)i=1,...,N gegeben dur
h die Vors
hrift

ϕi(xj) = δij =

{

1, i = j,

0, i 6= j.Für diesen Fall wollen wir jetzt die Einträge der Stei�gkeitsmatrix bere
hnen, wobeiwir der Einfa
hheit halber annehmen wollen, dass σ auf jeder Gitterzelle konstant ist. Esist
Lij = a(ϕi, ϕj) =

∫

Ω

σ∇ϕi · ∇ϕj dx =
∑

T

∫

T

σ∇ϕi · ∇ϕj dx =
∑

T

σT

∫

T

∇ϕi · ∇ϕj dx,wobei T alle Gitterzellen dur
hläuft und σT der (konstante) Wert von σ auf T ist. Esgenügt also, die lokalen Integrale ∫

T
∇ϕi · ∇ϕj dx zu bere
hnen. Diese sind o�enbar nurdann von null vers
hieden, wenn sowohl xi als au
h xj E
kpunkte von T sind, da sonst ϕioder ϕj auf T identis
h vers
hwindet. Aus Symmetriegründen tau
hen nur die folgendenvier Fälle auf:

• xi = xj (also i = j);
• xi und xj liegen eine Kante entfernt;
• xi und xj liegen eine Flä
hendiagonale entfernt;
• xi und xj liegen eine Raumdiangonale entfernt.Beispielhaft bere
hnen wir das Integral für den Fall, dass xi und xj eine Flä
hendiagonalevoneinander entfernt liegen. Ohne Bes
hränkung der Allgemeinheit ist

T = (0, h) × (0, h) × (0, h),und die E
kpunkte sind
xi = (h, h, h)t, xj = (0, 0, h)t.Dann haben die Basisfunktionen ϕi und ϕj auf T folgende Darstellung

ϕi(x) =
x1x2x3

h3
, ϕj(x) =

(h − x1)(h − x2)x3

h3
,und die Gradienten sind

∇ϕi(x) =
1

h3





x2x3

x1x3

x1x2



 , ∇ϕj(x) =
1

h3





(x2 − h)x3

(x1 − h)x3

(x1 − h)(x2 − h)



 .
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3. Finite Elemente für die Potenzialglei
hungSomit ergibt si
h
∫

T

∇ϕi · ∇ϕj dx

=
1

h6

h
∫

0

h
∫

0

h
∫

0

(

x2(x2 − h)x2
3 + x1(x1 − h)x2

3 + x1(x1 − h)x2(x2 − h)
)

dx1 dx2 dx3

=
1

h6

h
∫

0

h
∫

0

h
∫

0

(

x2
2x

2
3 − hx2x

2
3 + x2

1x
2
3 − hx1x

2
3 + x2

1x
2
2 − hx1x

2
2 − hx2

1x2 + h2x1x2

)

dx1 dx2 dx3

=
1

h6

h
∫

0

h
∫

0

(

hx2
2x

2
3 − h2x2x

2
3 −

1

6
h3x2

3 −
1

6
h3x2

2 +
1

6
h4x2

)

dx2 dx3

=
1

h6

h
∫

0

(

−1

6
h4x2

3 −
1

6
h4x2

3 +
1

36
h6

)

dx3 =
1

h6

h
∫

0

(

−1

3
h4x2

3 +
1

36
h6

)

dx3

=
1

h6

(

−1

9
h7 +

1

36
h7

)

= − h

12
.Die anderen Fälle lassen si
h analog ausre
hnen. Es ergeben si
h insgesamt folgendeWerte (in derselben Reihenfolge wie zuvor):

• h/3,
• 0,
• −h/12,
• −h/12.(Für zwei Raumdimensionen hat man analog die drei Werte 2/3, −1/6, −1/3; für eineRaumdimension hat man analog die zwei Werte 1/h, −1/h. Man bea
hte, dass h in der

(d − 2)-ten Potenz vorkommt, wobei d die Raumdimension ist.)Aus diesen Werten setzt man die Stei�gkeitsmatrix zusammen. Man bea
hte jedo
hfolgende Dinge:
• Die Terme sind gegebenenfalls no
h mit Faktoren zu multiplizieren: Sind die Punkte

xi und xj beispielsweise eine Flä
hendiagonale voneinander entfernt, so gibt es zweiGitterzellen, die an diese Flä
he grenzen. Für jede erhält man den Beitrag −h/12,also ist der Gesamteintrag Lij in diesem Fall glei
h −h/6.
• Die Faktoren, mit denen man multipliziert, ändern si
h gegebenenfalls am Randdes Re
hengebiets: Sind xi und xj eine Flä
hendiagonale voneinander entferntund liegt diese Flä
he am Rand des Re
hengebiets (im Berei
h der Neumann-Randbedingungen, also Γ2), so gibt es wiederum nur eine Zelle, die an diese Flä
hegrenzt. Der Matrix-Eintrag Lij ist in dem Falle also wieder nur −h/12.22



3.3. Inhomogene Randbedingungen
• Falls σ ni
ht als auf jeder Gitterzelle konstant angenommen werden soll, sind dieIntegrale entspre
hend aufwändiger zu bere
hnen. Gegebenenfalls verwendet manQuadraturformeln.
• Wenn die Zellen keine Würfel sondern Quader sind, hat man statt h drei Git-terweiten h1, h2 und h3. In diesem Fall haben die obigen Terme kompliziertereDarstellungen; insbesondere ist der zweite Wert ni
ht mehr glei
h null.3.3. Inhomogene RandbedingungenWir verallgemeinern das Problem (3.1) jetzt, indem wir auf Γ1 inhomogene Diri
hlet-Bedingungen erlauben, also

−∇ · (σ(x)∇u(x)) = f(x) in Ω, (3.6a)
u(x) = g(x) auf Γ1, (3.6b)

∇u(x) · n(x) = 0 auf Γ2. (3.6
)Ein übli
her Tri
k besteht darin, irgendeine Funktion u0 ∈ H1(Ω) zu bestimmen, die dieRandbedingungen (3.6b) und (3.6
) erfüllt (jedo
h ni
ht notwendig die Di�erenzialglei-
hung (3.6a)) und dann das si
h ergebende Randwertproblem für die Di�erenz ũ = u−u0zu betra
hten:
−∇ · (σ(x)∇ũ(x)) = f(x) + ∇ · (σ(x)∇u0(x)) in Ω, (3.7a)

ũ(x) = 0 auf Γ1, (3.7b)
∇ũ(x) · n(x) = 0 auf Γ2. (3.7
)Man erhält also ein Problem der Form (3.1) mit geänderter re
hter Seite. Dies löst mandann wie zuvor bes
hrieben und bere
hnet dann u = ũ + u0.Praktis
h geht man insgesamt wie folgt vor:1. Man überde
kt wie bes
hrieben das Re
hengebiet mit einem Gitter.2. Man stellt die Stei�gkeitsmatrix und die re
hte Seite auf, wobei man au
h den Kom-ponenten auf dem Diri
hlet-Rand jeweils eine Komponente zugesteht (das heiÿt,den Diri
hlet-Rand zunä
hst ni
ht berü
ksi
htigt).3. Jetzt wählt man den Vektor, der in den Komponenten der Diri
hlet-Ränder diegeforderten Randwerte annimmt und sonst null ist. Dies entspri
ht der Funktion

u0. Diesen Vektor multipliziert man an die Matrix. Das Ergebnis subtrahiert manvon der ursprüngli
hen re
hten Seite.4. Dana
h ersetzt man in der Stei�gkeitsmatrix ersetzt in denjenigen Komponenten,die den Diri
hlet-Rand-Knoten entspre
hen, die Diagonalelemente dur
h Einsenund alle anderen Komponenten dieser Zeilen und Spalten dur
h Nullen. Fernerersetzt man die entspre
henden Komponenten der re
hten Seite dur
h Nullen. Somit23



3. Finite Elemente für die Potenzialglei
hunghat man das Problem mit homogenen Randwerten korrekt diskretisiert, und dieMatrix bleibt symmetris
h positiv de�nit. Die Nullen in den Spalten ändern ni
htsan der Lösung, weil die entpre
henden Komponenten der Lösung ja sowieso nullsind.5. Zur Lösung dieses Problems addiert man dann wiederum die Funktion u0 hinzu.
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4. Wärmeausbreitung im Gewebe4.1. Wärmequelle dur
h elektris
he LeistungMikroskopis
h betra
htet besteht elektris
her Strom aus vielen kleinen Ladungsträgern.In einem Volumen V möge es n Ladungsträger geben; ihre Ladung sei qi und ihre Ge-s
hwindigkeit ~vi (für i = 1, . . . , n). Der elektris
he Strom ergibt si
h aus dem Produktder Ladungen und Ges
hwindigkeiten, aufsummiert für alle Ladungsträger. Makrosko-pis
h betra
htet haben wir eine elektris
he Stromdi
hte ~J (verglei
he Kapitel 2), und derelektris
he Strom in dem Volumen V ergibt si
h aus dem Integral von ~J über V . Da dieLadungsträger sehr klein und sehr viele sind, s
hreiben wir
∫

V

~J d~x =
n

∑

i=1

qi~vi.Andererseits wirkt auf die Ladungsträger jeweils die Kraft ~Fi = qi
~E (wobei wir V alshinrei
hend klein annehmen, so dass E dort näherungsweise konstant ist). In der Zeit tführt dies zu der Arbeit (Energie) Wi = ~Fi · ~vit. Im gesamten Volumen V verri
hten dieLadungsträger also in der Zeit t die Arbeit

W =
n

∑

i=1

Wi =
n

∑

i=1

~Fi · ~vit =
n

∑

i=1

qi
~E · ~vit = ~E ·

n
∑

i=1

qi~vit = ~Et ·
∫

V

~J d~xDie Leistung ist Arbeit pro Zeit, ergibt si
h die Leistung
P =

W

t
= ~E ·

∫

V

~J d~x (4.1)und somit die elektris
he Leistungsdi
hte (nämli
h Leistung pro Volumen)
p = ~E · ~J = σ|∇ϕ|2. (4.2)Auf den Elektroden ist die Leistungsdi
hte null, weil ~E vers
hwindet (weil ϕ konstantist).Die SI-Einheiten sind

[~v] = m/s,

[t] = s,

[W ] = kg m2/s2 = Nm = J,

[P ] = kg m2/s3 = J/s = W,

[p] = kg/m s3 = W/m3. 25



4. Wärmeausbreitung im Gewebe
U0

RI

RAbbildung 4.1.: Ersatzs
haltbild für den elektris
hen Generator und das Gewebe. U0 istdie eingestellte elektris
he Spannung, RI der innere Widerstand des Ge-nerators und R der Gewebewiderstand.Will man die Gesamtleistung PΩ auf der Interessenregion Ω bere
hnen, so muss man pau�ntegrieren. (Die Glei
hung (4.1) gilt näherungsweise für kleine Volumen, auf denen
~E als konstant angenommen werden kann):

PΩ =

∫

Ω

~E · ~J d~x =

∫

Ω

σ|∇ϕ|2 d~x (4.3)(die zweite Glei
hheit folgt aus den Formeln aus Kapitel 2).4.2. Skalierung der elektris
hen LeistungWie in Kapitel 2 erwähnt, haben wir die Randwerte ±1 auf den Elektroden willkürli
hgewählt und müssen ϕ (und damit p) no
h korrekt skalieren. Am Generator stellt maneine Leistung Psetup ein, die jedo
h ni
ht unbedingt der tatsä
hli
h eingebra
hten e�ekti-ven Leistung Peff entspri
ht. Vielmehr hängt sie vom elektris
hen Widerstand R, den derelektris
he Strom auf dem Weg von der einen zur anderen Elektrode (normalerweise alsoim Lebergewebe) überwinden muss. Ist beispielsweise der Widerstand unendli
h groÿ (et-wa weil an den Elektroden gar ni
hts anges
hlossen ist), so �ieÿt überhaupt kein Strom,also ist au
h die Leistung dann null. Ist der Widerstand null (zum Beispiel wenn mandie beiden Elektroden dur
h einen Supraleiter verbindet), so gibt es einen Kurzs
hluss,und es wird eventuell im Generator warm, aber ni
ht am Applikator.Wir gehen von der Annahme aus, dass si
h der Generator bei fest gewählter Einstellungverhält wie eine konstante Spannungsquelle zusammen mit einem inneren Widerstand.Die Gesamtsituation wird dann dur
h das Ersatzs
haltbild in Abbildung 4.1 wiedergege-ben.Der innere Widerstand ist am Typens
hild des Generators angegeben. Der Gewebe-widerstand ergibt si
h aus den bekannten Beziehungen R = Uel/I und PΩ = UelI, dennwir wissen, dass die Leistung glei
h PΩ wäre, wenn unsere Annahme der Elektrodenpo-tenziale ±1 ri
htig wäre, und das wäre eine Spannung von Uel = 2V (in Worten: zweiVolt) zwis
hen den beiden Elektroden. Somit gilt
R =

2V

I
=

2V

PΩ/2V
=

4V2

PΩ
. (4.4)26



4.2. Skalierung der elektris
hen LeistungDer Gesamtwiderstand im Stromkreis des Ersatzs
haltbildes ist somit R+RI, und damitist der Strom I gegeben dur
h
I =

U0

R + RI
.Die elektris
he Spannung, die tatsä
hli
h zwis
hen den beiden Elektroden liegt, ergibtsi
h somit zu RI = RU0/(R + RI), und damit ist die Leistung Peff , die ins Gewebeeingebra
ht wird, gegeben dur
h

Peff =
RU2

0

(R + RI)2
(4.5)Hätte man also das elektris
he Potenzial korrekt skaliert, so müsste si
h die Leistungsdi
h-te zu Peff au�ntegrieren. In Wirkli
hkeit integriert sie si
h aber zu PΩ auf (so war nämli
h

PΩ de�niert), also muss man die Leistungsdi
hte mit dem Faktor Peff/PΩ skalieren. (Dasentspri
ht einer Skalierung des elektris
hen Potenzials mit dem Faktor √

Peff/PΩ .) Dietatsä
hli
he (skalierte) Leistungsdi
hte, die wir mit Qrf bezei
hnen wollen, ergibt si
halso zu
Qrf(~x) =

Peff

PΩ
p(~x). (4.6)Es bleibt no
h die Frage, wie groÿ U0 ist. Zur Erinnerung: U0 ist die konstante Span-nung, die im Generator erzeugt wird, wenn der Regler, mit dem man vermeintli
h dieLeistung einzustellen meint, auf Psetup eingestellt ist. Die tatsä
hli
h erzielte Leistung

Peff ergibt si
h dann aus (4.5). Wir nehmen an, dass die Bes
hriftung des Reglers in derWeise mit der Realität zusammenhängt, als dass Psetup die maximal errei
hbare Leistungist, also der gröÿtmögli
he Wert, den (4.5) (als Funktion von R) liefern kann. Dur
hNullsetzen der Ableitung stellt man fest, dass dies bei R = RI der Fall ist und somit
Psetup =

U2
0

4RIist. Somit haben wir die U0-freie Formel
Peff =

4PsetupRRI

(R + RI)2
(4.7)gefunden.Wir fassen zusammen, wie man die skalierte Leistungsdi
hte Qrf bestimmt:1. Man bere
hne in jedem Punkt die (unskalierte) elektris
he Leistungsdi
hte p(~x)gemäÿ (4.2).2. Man integriere sie auf zu PΩ , siehe (4.3).3. Man bestimme den Gewebewiderstand mittels (4.4).4. Man bestimme die e�ektive Leistung Peff gemäÿ (4.7).5. Man skaliere die Leistungsdi
hte wie in (4.6). 27



4. Wärmeausbreitung im Gewebe4.3. WärmeleitungWir bezei
hnen mit T (t, ~x) die Temperatur im Punkt ~x zum Zeitpunkt t. Die thermis
heEnergie zum Zeitpunkt t in einem Kontrollvolumen V ist gegeben dur
h
EV =

∫

V

ρ(x)e(T (t, ~x), ~x) d~x,wobei ρ die Massendi
hte des Gewebes (Masse pro Volumen) e die massenspezi�s
hethermis
he Energiedi
hte (thermis
he Energie pro Masse) ist. Letztere hängt von haupt-sä
hli
h von der Temperatur ab (je wärmer, desto energierei
her), aber au
h vom Ort(Gewebetyp). Für die zeitli
he Änderung der Energie EV lässt si
h eine Bilanzglei
hungformulieren: man kann sie zum einen dur
h Ableiten der obigen Integralformel bestim-men; zum anderen ergibt sie si
h aber au
h dur
h die über den Rand von V hinein- undheraus�ieÿende Energie sowie dur
h die Energiequelle in Form der Leistungsdi
hte Qrf(siehe Abs
hnitt 4.2). Es gilt also
∫

V

ρ(~x)
d

dt
e(T (t, ~x), ~x) d~x = −

∫

∂V

~j(t, ~x) · ~n ds(~x) +

∫

V

Qrf(~x) d~x.Dabei ist ~j eben der Energie�uss. Die thermis
he Energie �ieÿt stets in Ri
htung dessteilsten Temperaturabstiegs, also gilt
~j(t, ~x) = −λ(~x)∇T (t, ~x)mit einem skalaren Faktor λ(~x), der als Wärmeleitfähigkeit bezei
hnet wird. Ferner lässtsi
h die Zeitableitung der Energiedi
hte mit der Kettenregel ausre
hnen:

d

dt
e(T (t, ~x), ~x) = ∂T e(T (t, ~x), ~x)∂tT (t, ~x).Hier kommt die Ableitung ∂T e der massenspezi�s
hen thermis
hen Energiedi
hte na
hder Temperatur vor; diese Gröÿe heiÿt massenspezi�s
he Wärmekapazität und wird mit

c(T (t, ~x), ~x) bezei
hnet. Die Abhängigkeit diese Gröÿe von der Temperatur verna
hlässi-gen wir zunä
hst. Somit ergibt si
h die Bilanzglei
hung
∫

V

ρ(~x)c(~x)∂tT (t, ~x) dx =

∫

∂V

λ(~x)∇T (t, ~x) · ~nds(~x) +

∫

V

Qrf(~x) dx

=

∫

V

(

∇ · (λ(~x)∇T (t, ~x)) + Qrf(~x)
)

dx.Wie in Kapitel 2 ergibt si
h unter der Annahme, dass alle Integranden stetig sind, diepartielle Di�erenzialglei
hung
ρc∂tT −∇ · (λ∇T ) = Qrf . (4.8)Sie ist parabolis
h und inhomogen.28



4.3. WärmeleitungDie SI-Einheiten sind:
[EV ] = kg m2/s2 = J,

[ρ] = kg/m3,

[e] = m2/s2 = J/kg,

[~j] = kg/s3,

[Qrf ] = [p] = kg/m s3 = W/m3,

[T ] = K,

[λ] = kg m/K s3,

[c] = m2/K s2.Die Glei
hung (4.8) muss no
h in geeigneter Weise mit Rand- und Anfansbedingungenversehen werden:
• In der Regel wird bei der Radiofrequenzablation mit gekühlten Applikatoren gear-beitet, das heiÿt, dur
h den gesamten Applikator �ieÿt eine Kühl�üssigkeit. Damitsoll der E�ekt der Gewebeaustro
knung in Folge von Zellwasserverdampfung ver-ringert werden. Um dies zu modellieren, führt man den Rand des Applikators alsinneren Rand des Re
hengebiets ein und setzt dort die Diri
hlet-Bedingung T = Tprfest.
• Auf dem (künstli
hen) äuÿeren Rand Γout kann man (analog zur Potenzialglei-
hung) näherungsweise annehmen, dass kein Wärme�uss über den Rand erfolgt,also ~j · ~n = 0 ist, also ∇T · ~n = 0. Man hat also wieder homogene Neumann-Randbedingungen. (Alternativ kann man annehmen, dass auf dem Rand die Tem-peratur konstant glei
h der Körpertemperatur Tbody (in Höhe von etwa 310K), wasdann wiederum zu Diri
hlet-Randbedingungen führt.)
• Auÿerdem brau
ht man Anfangsbedingungen, also Bedingungen zum Zeitpunkt

t = 0. Es ist sinnvoll, hierzu anzunehmen, dass die Temperatur zu Beginn derBehandlung überall konstant glei
h der Körpertemperatur ist: T (0, ~x) = Tbody füralle x ∈ Ω.Wir fassen zusammen: Die (zeitabhängige) Temperaturverteilung wird modelliert dur
hdas parabolis
he Anfangs-Randwertproblem
ρc∂tT −∇ · (λ∇T ) = Qrf , x ∈ Ω \ Ωpr, t > 0,

T = Tbody, x ∈ Ω \ Ωpr, t = 0,

T = Tpr, x ∈ Ωpr, t > 0,

∇T · ~n = 0, x ∈ Γout, t > 0.
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5. Finite Elemente für dieWärmeleitungsglei
hungWir haben also ein Problem zu lösen, das so etwa von folgender Form ist:
µ(x)∂tu(t, x) −∇ · (λ(x)∇u(x)) = f(x) in Ω, (5.1a)

u(t, x) = 0 auf Γ1, (5.1b)
∇u(t, x) · n(x) = 0 auf Γ2, (5.1
)

u(0, x) = 0 in Ω, (5.1d)wobei die Bezei
hnungen analog zu Kapitel 3 sind und au
h die Transformation aufhomogene Rand- und Anfangswerte wir dort dur
hgeführt werden kann.Ein übli
hes Vorgehen zur numeris
hen Behandlung zeitabhängiger Problem bestehtim s
hi
htweisen Lösen der Di�erenzialglei
hung. Man wählt also eine Zeits
hrittweite
τ > 0 und bere
hnet Näherungslösungen un(x) für u(nτ, x). Die Zeitableitung ∂tu(nτ, x)wird dabei dur
h einen geeigneten Di�erenzenquotienten angenähert. Vers
hiedene Wahl-mögli
hkeiten und ihre Eigens
haften werden im zweiten Teil der Veranstaltung erläutert;wir bes
hränken uns hier auf die Wahl

∂tu(nτ, x) ≈ un(x) − un−1(x)

τ
.Dies ist das sogenannte implizite Euler-Verfahren. Ist die Näherungslösung zum (n− 1)-ten Zeits
hritt, also un−1 bekannt, so lautet die Glei
hung für un somit

µ(x)

τ
(un(t, x) − un−1(t, x)) −∇ · (λ(x)∇un(x)) = f(x).Wie zuvor multiplizieren wir mit einer Testfunktion v und wenden dann partielle Inte-gration (im Ort) auf den elliptis
hen Teil an. Dies ergibt

0 =

∫

Ω

λ∇un · ∇v −
∫

Γ1

λ∇un · nv ds(x) −
∫

Γ2

λ∇un · nv ds(x)

+

∫

Ω

µ

τ
unv dx −

∫

Ω

(µ

τ
un−1 + f

)

v dx.Die Randintegrale entfallen aus denselben Gründen wie vorher. Sortieren wir die restli-
hen Terme dana
h, ob un vorkommt oder ni
ht, so erhalten wir
∫

Ω

λ∇un · ∇v +

∫

Ω

µ

τ
unv dx =

∫

Ω

(µ

τ
un−1 + f

)

v dx.30



Tabelle 5.1.: Summanden, aus denen si
h die Einträge der Stei�gkeitsmatrix (S) bezie-hungsweise der Massematrix (M) zusammensetzen.3D 2D 1DEntfernung von xi und xj S M S M S M
i = j h

3
h3

27
2
3

h2

9
1
h

h
3Kante 0 h3

54 −1
6

h2

18 − 1
h

h
6Flä
hendiagonale − h

12
h3

108 −1
3

h2

36Raumdiagonale − h
12

h3

216Die können wir wieder in die abstrakte Form a(u, v) = l(v) bringen, wobei u = un diegesu
hte Näherungslösung im n-ten Zeits
hritt ist und eben
a(u, v) =

∫

Ω

λ∇u · ∇v +

∫

Ω

µ

τ
uv dx, l(v) =

∫

Ω

(µ

τ
un−1 + f

)

v dx.Man überprüft lei
ht, dass die Voraussetzungen des Satzes von Lax�Milgram (Satz 3.3)hierfür erfüllt sind (mit analoger De�nition des Hilbertraumes H wie in Kapitel 3). DieDiskretisierung verläuft ebenfalls analog wie in Kapitel 3. Die Einträge der Matrix deszu lösenden Glei
hungssystems haben wieder die Form a(ϕi, ϕj); wegen der zweigeteiltenForm der Bilinearform a, bietet es si
h jedo
h an, die Matrix als L + M zu s
hreiben,wobei die Einträge lij und mij dur
h
lij =

∫

Ω

λ∇ϕi · ∇ϕj dx, mij =

∫

Ω

µ

τ
ϕiϕj dxgegeben sind. L ist die s
hon bekannte Stei�gkeitsmatrix. M hingegen ist bisher no
hni
ht aufgetau
ht und wird Massematrix genannt. Die Massematrix ist ebenfalls symme-tris
h und positiv de�nit, also au
h die Summe L + M . Zur Bestimmung der Einträge

mij der Massematrix kann man analog zur Stei�gkeitsmatrix vorgehen: Ist µ auf jederGitterzelle konstant, so reduziert si
h das Problem auf die Bere
hnung von
∫

T

ϕiϕj dxfür eine Gitterzelle T . Es treten dieselben Fälle auf wie bei der Stei�gkeitsmatrix. DieWerte sind in Tabelle 5.1 aufgeführt; der Übersi
htli
hkeit halber sind au
h die entspre-
henden Werte der Stei�gkeitsmatrix no
h einmal mit aufgeführt.
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A. Klassi�zierung von partiellenDi�erenzialglei
hungen zweiterOrdnungIn diesem Kapitel werden kurz die drei wi
htigsten Klassen von partiellen Di�erenzial-glei
hungen zweiter Ordnung eingeführt und wi
htige Eigens
haften ohne Beweis zusam-mengefasst. Die Prototypen der drei Klassen werden im jeweils einfa
hsten Fall analytis
hgelöst, um zu demonstrieren, wel
he Rand- und Anfangsbedingungen jeweils zu wohlge-stellten Problemen führen.Das Kapitel ersetzt in keinem Fall den entspre
henden Abs
hnitt aus einer Vorlesungüber partielle Di�erenzialglei
hungen.A.1. Klassi�zierungEs sei Ω ein Gebiet im R
d. Auf Ω sei ein linearer Di�eranzialoperator L der Form

Lu(x) = −
∑

i,j

aij(x)∂ij∂iu(x) +
∑

i

bi(x)u(x) + c(x)u(x)gegeben. Wenn u zweimal stetig di�erenzierbar ist, kann angenommen werden, dass aij =
aji ist für alle i und j. Die Koe�zientenmatrix A = (aij) ist somit symmetris
h. DieLineare Algebra lehrt, dass A reell diagonalisierbar ist. Sei ferner b der Vektor der bi.De�nition A.1 In dieser Situation heiÿt der Di�erenzialoperator L

• elliptis
h, falls alle Eigenwerte von A positiv sind (wenn als A positiv de�nit ist);
• hyperbolis
h, falls ein Eigenwert von A negativ und alle anderen positiv sind;
• parabolis
h, falls ein Eigenwert von A null ist und alle anderen positiv sind, sowie

b · v 6= 0 ist, wobei v der Eigenvektor von A zum Eigenwert 0 ist.Die Bezei
hnungen lehnen si
h an die Kegels
hnitte an. Man kann ausre
hnen, dass dieLösungsmenge der zweidimensionalen algebrais
hen Glei
hung −xtAx + btx + c = 0jeweils eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel ist, wenn die (symmetris
he) Matrix A dieentspre
hende Bedingung aus der De�nition erfüllt.Bei hyperbolis
hen und parabolis
hen Di�erenzialglei
hungen ist eine Ri
htung im d-dimensionalen Raum vor den anderen ausgezei
hnet, nämli
h dur
h den Eigenvektorzum negativen beziehungsweise vers
hwindenden Eigenwert. Diese Di�erenzialglei
hun-gen rühren in der Regel aus zeitabhängigen physikalis
hen Problemen her. Da man Zeit-32



A.2. Typis
he Eigens
haftenund Raumkoordinaten übli
herweise getrennt voneinander behandelt, ist der ausgezei
h-nete Eigenvektor dann meist der Einheitsvektor e1 (wenn die Zeit als die erste Komponen-te betra
htet wird). Elliptis
he Glei
hungen rühren hingegen in der Regel aus stationärenProblemen her, also sol
hen, in denen keine Zeit vorkommt.Prototypen für Di�erenzialglei
hungen dieser Klassen sind:
• die Potenzialglei
hung −∆u = 0 als elliptis
he;
• die Wellenglei
hung ∂ttu − ∆u = 0 als hyperbolis
he; und
• die Wärmeleitungsglei
hung ∂tu − ∆u = 0 als parabolis
he Glei
hung.A.2. Typis
he Eigens
haftenHyperbolis
he Glei
hungen treten überall dort auf, wo Bewegungen im Spiel sind undalle Di�usionse�ekte (wie zum Beispiel Reibung) verna
hlässigt werden: Ausbreitung vonelektromagnetis
hen Wellen; Ausbreitung von S
hall- oder Wasserwellen; Flieÿen einesGewässers; Luftströmung um Flugzeugtrag�ügel; s
hwingende Saite und so weiter.Parabolis
he Glei
hungen treten auf, sobald Di�usionse�ekte betra
htet werden: Wär-meausbreitung; Vermis
hung von Flüssigkeiten oder Gasen; und so weiter. Wenn si
h die�äuÿeren Bedingungen� in der Zeit ni
ht ändern, nähert si
h das System einem statio-nären Zustand an, in dem die Zeitableitungen immer kleiner werden. Da dur
h Weglassender Zeitabhängigkeit aus einer parabolis
hen Glei
hung eine elliptis
he wird, sind dieseeng verwand. So treten in der Tat elliptis
he Glei
hungen über all dort auf, wo davonausgegangen werden kann, dass si
h dur
h entspre
hende Di�usionse�ekte bereits derstationäre Zustand eingestellt hat.Alle diese Glei
hungen müssen mit Anfangs- und / oder Randwerten versehen werden,um wohlgestellte Probleme zu ergeben. Wel
he Anfangs- und Randbedingungen passendsind, hängt jedo
h vom Typ ab:
• Elliptis
he Probleme sind wohlgestellt, wenn sie auf einem bes
hränkten Gebiet

Ω ⊂ R
d betra
htet werden und man auf dem gesamten Rand ∂Ω gewisse Bedin-gungen vorgibt. Dabei hat man die Wahl zwis
hen vers
hiedenen mögli
hen Rand-bedingungen: Man kann beispielsweise Funktionswerte auf dem Rand vors
hreibenoder Ableitungen in Normalenri
htung oder Kombinationen aus diesen Dingen.Auf unbes
hränkten Gebieten kann man sie nur mit speziellen Zusatzbedingungenbetra
hten.

• Parabolis
he Glei
hungen sind wohlgestellt, wenn sie auf einem Gebiet der Form
Ω×(0, T ) im Orts-Zeit-Raum betra
htet werden, wobei Ω bes
hränkt ist. Sie brau-
hen Anfangsbedingungen auf Ω×{0} sowie Randbedingungen auf ∂Ω×(0, T ). Beiden Randbedingungen hat man eine ähnli
he Wahlmögli
hkeit wie bei elliptis
henProblemen; für die Anfangsbedingungen muss man Funktionswerte vors
hreiben.Dies gilt, wenn das Vorzei
hen vor der Zeitableitung entgegengesetzt zu den Vor-zei
hen vor den zweiten Ortsableitungen ist (wie im Prototyp ∂tu − ∆u = 0).33



A. Klassi�zierung von partiellen Di�erenzialglei
hungen zweiter OrdnungEin zusätzli
hes Fordern von �Endbedingungen� auf Ω ×{T} ma
ht die Glei
hungunlösbar. Au
h kann man die Anfangsbedingungen ni
ht dur
h Endbedingungenersetzen, das heiÿt man kann parabolis
he Glei
hungen ni
ht rü
kwärts in der Zeitre
hnen. Der Lösungswert in einem gegebenen Punkt (x, t) im Zeit-Orts-Raumhängt von allen Anfangswerten auf ganz Ω sowie von allen Randwerten bis zumZeitpunkt t ab; das heiÿt, Informationen breiten si
h mit unendli
her Ges
hwindig-keit aus.Ist die Vorzei
hensituation andersherum (was normalerweise ni
ht vorkommt), somuss man Endbedingungen statt Anfangsbedingungen setzen.
• Hyperbolis
he Glei
hungen brau
hen ebenfalls ein Gebiet der Form Ω × (0, T ) imOrts-Zeit-Raum, hierbei kann Ω aber au
h unbes
hränkt sein. Man brau
ht wieder-um Anfangsbedingungen auf Ω×{0} sowie Randbedingungen auf ∂Ω× (0, T ). DieRandbedingungen sind wieder von verglei
hbarer Art wie bei den anderen Typen,jedo
h als Anfangswerte muss man Funktionswerte und Ableitungen in Zeitri
htungvors
hreiben. Die Anfangswerte können wahlweise dur
h Endbedingungen ersetztwerden, das heiÿt man kann hyperbolis
he Glei
hungen au
h rü
kwärts in der Zeitre
hnen. Der Lösungswert an einem gegebenen Punkt (t, x) im Zeit-Orts-Raumhängt nur von einer bes
hränkten Menge im Ortsraum zum Zeitpunkt 0 ab, undder Dur
hmesser dieser Menge ist von der Gröÿenordnung O(t). (Falls diese be-s
hränkte Menge ni
ht ganz in Ω liegt, hängt der Wert zu (x, t) entspre
hend no
hvon einigen der Randwerte ab.) Informationen breiten si
h somit nur mit endli
herGes
hwindigkeit aus. In der Akustik ist diese Ges
hwindigkeit beispielsweise dieS
hallges
hwindigkeit.A.3. Analytis
he Lösung der PrototypenWir wollen nun die drei prototypis
he Glei
hungen in einem einfa
hen Rahmen exaktlösen, um die Intuition für die Eigens
haften zu verbessern. Wir betra
hten dafür dasRe
hengebiet (0, 1) × (0, 1) für (x, t), wobei wir der Einheitli
hkeit halber au
h im ellip-tis
hen Fall t s
hreiben, obwohl hier die Bezei
hnung y angebra
hter wäre. Ferner setzenwir zu x = 0 und x = 1 die Randwerte u = 0, was für alle Glei
hungen passend ist. Nunma
hen wir den Separationsansatz

u(x, t) = v(x)w(t).Diesen Ansatz setzen wir in die drei Glei
hungen
−∂xxu − ∂ttu = 0, −∂xxu + ∂ttu = 0, −∂xxu + ∂tu = 0ein und erhalten
−v′′w − vw′′ = 0, −v′′w + vw′′ = 0, −v′′w + vw′ = 0,34



A.3. Analytis
he Lösung der Prototypenalso
v′′

v
= −w′′

w
,

v′′

v
=

w′′

w
,

v′′

v
=

w′

w
.In allen Fällen hängt jeweils die linke Seite nur von x und die re
hte nur von t ab, alsomüssen beide Seiten konstant sein. Es muss also

v′′(x) = cv(x)sein mit irgendeiner Konstanten c und auÿerdem
v(0) = v(1) = 0wegen der Randbedingung. Dieses Problem hat die abzählbar unendli
h vielen Lösungen

v(x) = sin(nπx), n ∈ N,wobei die Konstante c dann den Wert −n2π2 hat. Für w haben wir nun jeweils dieGlei
hungen
w′′(t) = n2π2w(t), w′′(t) = −n2π2w(t), w′(t) = −n2π2w(t)zu lösen. Der Lösungsraum ist zweidimensional (im letzten Fall eindimensional), und eineBasis ist jeweils gegeben dur
h
w(t) = exp(nπt), w(t) = sin(nπt), w(t) = exp(−n2π2t).

w(t) = exp(−nπt), w(t) = cos(nπt),Betra
hten wir nun zuerst das dritte Beispiel (parabolis
he Glei
hung). Die Lösunghat die allgemeine Darstellung
u(x, t) =

∞
∑

n=1

an sin(nπx) exp(−n2π2t), (A.1)wobei die Koe�zienten an so gewählt sein müssen, dass die Reihe in geeigneter Weisekonvergiert. Hat man die Anfangsbedingung
u(x, 0) = u0(x) (A.2)mit einer stetigen Funktion u0, die in den Punkten 0 und 1 vers
hwindet, so ergibt dasdie Bedingung

u0(x) =

∞
∑

n=1

an sin(nπx)an die Koe�zienten an. Da si
h jede stetige Funktion eindeutig in eine glei
hmäÿigkonvergente Fourierreihe entwi
keln lässt, sind die an dadur
h eindeutig gegeben. Die35



A. Klassi�zierung von partiellen Di�erenzialglei
hungen zweiter Ordnung
cos-Terme der Fourierreihe entfallen, da u0 bei 0 und 1 vers
hwindet. Die Lösungsdar-stellung (A.1) muss mit diesen Koe�zienten ebenfalls glei
hmäÿig konvergieren, da dieFaktoren exp(−n2π2t) dur
h 1 bes
hränkt sind. Würde man (A.2) dur
h entspre
hendeEndbedingungen

u(x, 1) = u1(x) (A.3)ersetzen, so könnte man die Funktion u1 natürli
h ebenfalls in eine Fourierreihe entwi-
keln. Die Koe�zienten wären dur
h die Bedingung
u1(x) =

∞
∑

n=1

an sin(nπx) exp(−n2π2)ebenfalls eindeutig gegeben. Beim Einsetzen in (A.1) träten dann aber Faktoren derForm exp(n2π2(1− t)) auf, die für jedes t < 1 mit n → ∞ unbes
hränkt sind, so dass dieDarstellung (A.1) ni
ht mehr konvergiert. Dies zeigt, dass man die Anfangsbedingungenni
ht dur
h Endbedingungen erstzen kann.Betra
hten wir jetzt das zweite der drei Beispiele, also die hyperbolis
he Glei
hung.Hier ergibt si
h für u die Darstellung
u(x, t) =

∞
∑

n=1

an sin(nπx) sin(nπt) +

∞
∑

n=1

bn sin(nπx) cos(nπt). (A.4)Dur
h Anfangsbedingungen der Form (A.2) ergibt die Bedingung
u0(x) =

∞
∑

n=1

bn sin(nπx),woraus dur
h Fourierentwi
klung die Koe�zienten bn eindeutig bestimmt sind und derentspre
hende Teil der Lösungsdarstellung (A.4) wiederum glei
hmäÿig konvergiert. Überdie Koe�zienten an ist aber no
h ni
hts bekannt. Setzt man zusätzli
h eine Endbedingungwie in (A.3), so nützt das au
h ni
hts, da hierin die an ebenfalls wegfallen. Ergänzt mandie Anfangsbedingung stattdessen dur
h eine zusätzli
he Bedingung der Form
∂tu(x, 0) = u0(x),so erhält man die Bedingung

u0(x) =

∞
∑

n=1

an sin(nπx),woraus si
h dann die an eindeutig bestimmen lassen. Beide Reihen in der Darstel-lung (A.4) konvergieren somit glei
hmäÿig. Ersetzt man beide Anfangsbedingungen dur
hEndbedingungen, so ändert si
h (bis auf ein paar Vorzei
hen) ni
hts.36



A.3. Analytis
he Lösung der PrototypenBetra
hten wir jetzt das erste der drei Beispiele, die elliptis
he Glei
hung. Hier ergibtsi
h die allgemeine Lösungsdarstellung
u(x, t) =

∞
∑

n=1

an sin(nπx) exp(nπt) +
∞
∑

n=1

bn sin(nπx) exp(−nπt). (A.5)Mit den Anfangswerten
u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = u0(x)würde man die Koe�zienten an und bn eindeutig bestimmen, aber die an-Reihe würdefür t > 0 ni
ht konvergieren. Nimmt man stattdessen Endwerte
u(x, 1) = u1(x), ∂tu(x, 1) = u1(x),so konvergiert entspre
hend der bn-Teil ni
ht. Dur
h die Kombination
u(x, 0) = u0(x), u(x, 1) = u1(x),also dem einfa
hen Vors
hreiben von Funktionswerten an allen Rändern, ergibt si
h je-do
h eine konvergente Lösungsdarstellung. Genauso gut funktioniert es mit Kombinatio-nen wie
u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 1) = u1(x).Wi
htig ist für elliptis
he Glei
hungen also nur, dass an jedem Rand Bedingungen vor-s
hrieben sind.
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