
Integrale auf Mannigfaltigkeiten im R dTim KrögerOktober 20021 Bere
hnung der IntegraleEs geht hier um Ober�ä
henintegrale erster Art. Für diese spielt eine etwaige Orientie-rung der Mannigfaltigkeit keine Rolle.Sei M � Rd eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit, m < d. Ferner sei f : M ! Rintegrabel. (f kann au
h Werte in einem Rn haben, n beliebig, alle Integrale können dannja komponentenweise betra
htet werden.) Das Lebesgue-IntegralZM f(x) dxmit dem d-dimensionalen Lebesgue-Maÿ ist wenig interessant, denn weil M in Rd eineNullmenge ist, vers
hwindet das Integral. Man kann stattdessen jedo
h das Integral mitdem natürli
hen Flä
henmaÿ der Flä
he M betra
hten. Meine persönli
h favorisierteS
hreibweise dafür ist ZM f(x) ds(x):Andere S
hreibweisen (zum Beispiel RM f(x) dO) sind mögli
h, i
h halte es jedo
h fürvorteilhaft, wenn aus der S
hreibweise hervorgeht, wel
hes die Integrationsvariable ist.Um das Ober�ä
henintegral bere
hnen zu können, benötigt man einen Atlas der Man-nigfaltigkeit. Es sei hier angenommen, dass eine einzige Karte ausrei
ht, also' : U !Mbijektiv und C1, wobei U o�en im Rm liegt. Dann istZM f(x) ds(x) = ZU (f Æ ')(y) �qdet�(D')T � (D')� dy:Man kann zeigen, dass dies unabhängig von der Wahl der Parametrisierung ist.Als Merkhilfe kann die Transformationsformel für mehrdimensionale Integrale dienen.Der Unters
hied ist nur, dass D' im Falle von Mannigfaltigkeiten ni
ht quadratis
h ist,so dass jdetD'j ni
ht erklärt ist. Stattdessen s
hreibt man dann pdet((D')T(D')),



was immer de�niert ist und für quadratis
he Matrizen mit dem anderen übereinstimmt.Die Frage, ob das Transponiert-Zei
hen an die erste oder an die zweite Matrix zu setzenist, ist au
h lei
ht geklärt: Setzt man es nämli
h an die zweite, so ist das Produkt eine(d� d)-Matrix mit Rang hö
hstens m, und damit vers
hwindet dann das ganze Integral.Es ma
ht also nur Sinn, wenn die erste Matrix transponiert wird.2 Unters
hied zu Wegintegralen der FunktionentheorieIm Falle m = 1, d = 2 ist auf diese Weise ein Integral über Kurven im R2 de�niert. Istnämli
h 
 : (a; b)! � eine Parametrisierung einer Kurve � � R2 , so istZ� f(x) ds(x) = Z ba f(
(t))q
01(t)2 + 
02(t)2 dt:Identi�ziert man R2 mit C , so ist au
h in der Funktionentheorie ein Wegintegral vonf über � de�niert, nämli
h Z� f(z) dz = Z ba f(
(t)) � 
0(t) dt:Dabei ist 
0 komplexwertig, so dass (au
h in dem Fall, dass f reellwertig ist) der Wertdes Integrals im Allgemeinen eine komplexe Zahl ist. Bei entspre
hender Identi�kationist der Wert des Integrals also ein Vektor im R2 , wohingegen der Wert des Integralsna
h der oberen Formel eine reelle Zahl ist. Au
h ist die obere Formel invariant gegen-über der Änderung der Dur
hlaufri
htung der Kurve, wohingegen das Wegintegral derFunktionentheorie bei Änderung der Dur
hlaufri
htung das Vorzei
hen ändert.3 Satz von GauÿSei 
 � Rd o�en und bes
hränkt und habe einen �gutartigen� Rand (das soll hier ni
htgenauer spezi�ziert werden). Ist dann f 2 C(
) \ C1(
), so giltZ
 �jf(x) dx = Z�
 f(x)�j(x) ds(x);wobei �j(x) die j-te Komponente der äuÿeren Normalen der Flä
he �
 im Punkt x ist.Die re
hte Seite kann dabei gemäÿ der Formel aus Abs
hnitt 1 bere
hnet werden (was inder Praxis allerdings niemand ma
ht).Ist g 2 C(
) \C1(
) mit Werten in Rd (also in der glei
hen Dimension, in der au
h
 lebt), so ergibt si
h aus der obigen Formel dur
h SummationZ
 div g(x) dx = Z�
 g(x) � �(x) ds(x):Dabei ist � �� das Skalarprodukt unddiv g(x) = r � g(x) = dXj=1 �jgj(x):


