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Aufgabe A: Geben Sie je ein sinnvolles Beispiel fiir eine offene, beschriankte Menge
2 C R™ und eine Funktion u : 2 — R so, dass

a) ue C(2)\CH ),
b) u e C'(2)\ CH(9).
¢) ue C5e(2)\ {0},

d) ue (C(R2)NCHR))\ CH(R),

Nl

Y

e) ue C\(R)\ C12 (D)

f) ue Cl2(2)\ OV (),

g) ueCH(2)\C*()

ist. (n =1 ist zuléssig.)

Aufgabe B: Sei {2 C R" offen und u : 2 — R auf {2 gleichméfig stetig. Zeigen Sie, dass u
sich eindeutig zu einer gleichmiifig stetigen Funktion 7 auf {2 mit derselben e-§-Beziehung
fortsetzen lasst.

Druckfehler / Irrtum: Der Zusatz ,mit derselben e-0-Beziehung® ist zu streichen.
Losung: Fiir x € 012 definiert man

u(x) = lim u(zy,), wobei lim z, =z und z,, € 2. (%)

Zu zeigen bleibt:
1. lim,, o u(zy,) existiert;
2. die Definition ist unabhéngig von der Wahl der Folge;
3. T ist gleichmiRig stetig auf (2.

Zum ersten Punkt: Wir zeigen, dass (u(z,)) eine Cauchy-Folge ist. Sei ¢ > 0
gegeben, wir suchen N so, dass |u(zy) — u(zy)| < € ist fiir alle n,m > N. Geméf
der gleichmaifigen Stetigkeit gibt es zu € ein 6 > 0, und geméif der Konvergenz



xn, — x gibt es dann wiederum ein N so, dass |z, — x| < §/2 fiir alle n > N. Sind
nun n,m > N, so gilt
[on = | < fon = 2] + |~ m| <5 45 =3
Ty — Tm| < |2p — 2| + |2 — 20| < = 4+ = =14,
2 2
also wegen der gleichmafigen Stetigkeit |u(xy,) — u(zn)| < € wie gefordert.

Zum zweiten Punkt: Sei (y,,) eine andere solche Folge. Es ist dann zu zeigen, dass
limy, oo (u(zy) — u(yy)) = 0 ist. Sei e > 0 gegeben, wir suchen N. Zu ¢ sei wieder
6 > 0 gemils der gleichméfigen Stetigkeit. Wir wihlen dann N so grofs, dass fiir
n > N jeweils |, — 2| < §/2 und |y, — x| < /2. Fiir n > N gilt dann

o~ il < fon — 2l + 1z —al <2-2 =35
also wieder |u(x,) — u(y,)| < € wegen der gleichméRigen Stetigkeit.

Zum dritten Punkt: Auf (2 ist natiirlich @ = u zu setzen, und wegen der Stetigkeit
gilt () dann auf ganz 2. So kann man sich umstéindliche Fallunterscheidungen
ersparen. Sei jetzt n > 1 fest (zum Beispiel n = 2). Sei € > 0 gegeben, und wir
suchen § > 0 so, dass fiir alle z,y € 2 gilt

[z —y| <0 = [a(z) —u(y)| <= (#)

Zu € = g/n existiert nach der gleichmifigen Stetigkeit von w auf {2 ein passendes
§ > 0. Wir setzen dann 0 = &/n. Wir zeigen, dass (#) damit erfiillt ist. Seien
x,y € 2 mit |z —y| <0 und (x,) und (y,) entsprechende Folgen gemif (x). Gemif
der Konvergenzen wihlen wir N so groft, dass fiir n > N gelten:

=1l u(w) — () < UL
(n—1)0
2 b

|$n—x| <

lyn —yl <
Fiir beliebiges n > N ist dann
on =l < Jon =]+ o =yl +ly =l <5( 2 1) =By =,
also gemék der gleichméfigen Stetigkeit von u auf {2
lu(zn) —ulyn)| <&,
und somit

[a(z) = a(y)| < [u(e) = ulzn)] + |ulzn) = ulyn)] + [u(ya) —u(y)l

NECESI) P

IN

Das war zu zeigen. O
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Abgabe: Donnerstag, 26. April 2007, in den Ubungen

Aufgabe 1: Transformieren Sie die folgenden Differenzialgleichungen in Normalform und
klassifizieren Sie sie:

a) —0yppt — Opyt — Oyyu + T0,u = 0, [3 Punkte]
b) —0,,u — 40,yu — 40y u + T0,u = 0, [3 Punkte]
c) —(x+1)0pau + 200yu — (x + 1)0yyu + v0,u — x0yu = 0. [4 Punkte]

Aufgabe 2 (Exponenzial-Trick): Gegeben sei die Differenzialgleichung (in Normalform)
Ozt + Oyt + T0,u + 80yu + du = 22+ y2.

Finden Sie eine Transformation, mit der man auch noch die ersten Ableitungen los wird.
Hinweis: Setzen Sie v(x,y) = u(z,y)exp(cix + coy) an und bestimmen Sie ¢; und co
geeignet. [4 Punkte]

Aufgabe 3: Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung
Oyt = F(2,y,2),

wobei F' € C(R3) eine gegebene Funktion ist. [4 Punkte]



Universitat Bremen Fachbereich 3 Sommersemester 2007

Partielle Differenzialgleichungen |
Dr. Michael Wolff Dr. Tim Kroger Blatt 2

Abgabe: Freitag, 4. Mai 2007, in den Ubungen

Aufgabe 4 (Herleitung der Warmeleitungsgleichung): Im Gebiet {2 C R™ und im Zei-
tintervall (0,7") soll eine Gleichung fiir die Verteilung der Temperatur u(z,t) hergeleitet
werden. Dafiir spielen die folgenden drei Materialparameter eine Rolle:

e die Warmeleitfihigkeit A(x)

e die Dichte p(z) (Verhéltnis von Masse und Volumen) und

e die massensperzifische Warmekapazitit c¢(z,u) (temperaturabhéngig).

Diese Funktionen seien als hinreichend glatt vorausgesetzt, ebenso die Temperaturver-
teilung selbst. Der Wérmestrom (Transport von thermischer Energie) verlauft stets in
Richtung des steilsten Temperaturabstiegs und ist proportional zur Warmeleitfahigkeit.
Die zeitliche Anderung der Gesamtenergie in einem beliebigen Volumen V C 2 ergibt
sich aus der durch den Rand von V herein- und hinaustransportierte Energie. Die mas-
senspezifische Energie (also Energie pro Masse) in einem Punkt x € (2 steht in einem
direkten Zusammenhang zur Temperatur in diesem Punkt, das heifit sie ist eine Funkti-
on der Temperatur, und ihre Ableitung nach der Temperatur ist die (massenspezifische)
Wairmekapazitét.

a) Leiten Sie aus diesen Angaben die Differenzialgleichung her, die u in (2 erfiillt.

[7 Punkte]

b) Welche Glattheitsvoraussetzungen fiir A, p, ¢ sowie u sind erforderlich, damit die
Herleitung so funktioniert? [2 Punkte]

c) Klassifizieren Sie diese Gleichung. [1 Punkt]

Aufgabe 5: ITm Beweis von Satz 3 in Abschnitt 1.4 wird behauptet, die Gleichung
a(0pp)® + 200,00y + c(0yp)? = 0
sei dquivalent zu den beiden Gleichungen
adyp + (b+ \/ﬂ)(‘)ycp =0, adyp + (b— Vb — ac)dyp = 0

(das sind die Gleichungen (20), (21) und (22)), wobei auf dem betrachteten Gebiet a #
0 und b* > ac sind. Beweisen Sie diese Aquivalenz und finden Sie dabei heraus, was
eigentlich damit gemeint ist. [3 Punkte]



Aufgabe 6: Finden Sie die allgemeine Lisung der Differenzialgleichung

—(1 + 2%)20ppu + Oyyu — 22(1 + 22)9pu = 0

auf einem maglichst grofen Teilgebiet von R?, indem Sie wie folgt vorgehen:

Stellen Sie fest, dass die Voraussetzunegn von Satz 3 in Abschnitt 1.4 erfiillt sind.

Vollziehen Sie den Beweis des Satzes nach und schreiben Sie die Gleichungen (21)
und (22) fiir diese Gleichung hin.

Fiir jede diese zwei Gleichungen stellen Sie mit Hilfe von Lemma 3 in Abschnitt 1.5
eine Beziehung zu je einer gewthnlichen Differenzialgleichung her.

Finden Sie die allgemeinen Lsungen dieser gewdhnlichen Differenzialgleichungen.
Losen Sie diese Formeln nach der Integrationskonstanten auf. Das Ergebnis ist dann
die Losung der Differenzialgleichungn (21) beziehungsweise (22).

Fiithren Sie die Koordinatentransformation durch.

Losen Sie die transformierte Gleichung (Hinweis: Aufgabe 3). Transformieren Sie
die Losung zuriick.

Machen Sie die Probe.

Geben Sie an, auf welchem Teilgebiet von R? Thre Losungsformel gilt. [5 Punkte]
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Abgabe: Freitag, 11. Mai 2007, in den Ubungen

Aufgabe 7 (Lemma 3, Abschnitt 1.5): Sei 2 C R? ein Gebiet (also offen und zusam-
menhéngend) und f € C(£2). Betrachtet werde die gewthnliche Differenzialgleichung

y' (@) = f(z,y(@)).

Sei ferner 2’ C (2 ein Teilgebiet und u € C1(£2'). Zeigen Sie, dass folgende Bedingungen
dquivalent sind:

e Fiir jede Losung y der gewohnlichen Differenzialgleichung ist u(x,y(x)) auf jedem
Intervall I, auf dem es definiert ist, konstant (u ist erstes Integral).

e vy ist Losung der partiellen Differenzialgleichung d,u + f0,u = 0. [3 Punkte]

Aufgabe 8: Sei 2 C R” offen und zusammenhéngend und v € C¥(£2) (also u reell-
analytisch auf {2, das heifit jeder Punkt in {2 hat eine Umgebung, auf der die Taylor-Reihe
von u gegen u konvergiert). Zeigen Sie, dass u allein durch alle Ableitungen (einschlieflich
der nullten) in einem Punkt xy € {2 eindeutig bestimmt ist. [4 Punkte]

Losung: Seien also u; und usg in {2 reell-analytisch, und in z¢ stimmen die Taylor-
Reihen von u; und us tiberein. Zu zeigen ist, dass u; = uo auf §2 ist. Sei u = u; —us,
dann verschwindet die Taylor-Reihe von u in z, und es ist zu zeigen, dass u identisch
verschwindet.

Jedenfalls verschwindet u auf einer Umgebung von zo, weil es dort Grenzwert
seiner Taylor-Reihe ist. Sei V' C 2 die Menge jener Punkte, die eine Umgebung
besitzen, auf der u verschwindet. V ist offen und enthélt xg.

Falls V' = {2 ist, so ist nichts zu zeigen. Sei also V # (2, und wir miissen dies zum
Widerspruch fiihren.

Wenn aber V' # (2 ist, dann existiert freilich ein z; € 2\ V. Dazu gibt es einen
Verbindungsweg ~ von xg und z7 in {2, weil {2 zusammenh#ngend ist. Auf diesem
Weg gibt es einen Punkt T = ~(¢) € OV (ndmlich ¢ = sup{t : y(t) € V}). Jede
Umgebung von T enthélt Punkte aus V', in denen somit alle Ableitungen von u ver-
schwinden. Da sdmtliche Ableitungen stetig sind, miissen sie auch in T verschwinden.
Somit ist die Taylor-Reihe von u in T identisch null, und somit verschwindet u in
einer Umgebung von Z. Jedoch enthélt jede Umgebung von T auch Punkte aus 2\ V
und somit Punkte, in denen u nicht verschwindet. Das ist ein Widerspruch. O



Aufgabe 9:
a) Auf 2 = R? sei die Differenzialgleichung

Ozt + Oyyu = 0

gegeben. Klassifizieren Sie diese Gleichung. Uberpriifen Sie, ob und wo die Menge
S ={(z,0) : © € R} charakteristisch ist. Falls nirgendwo, finden Sie lokal um S die
eindeutige Losung u, die auf S die Bedingungen u = %cos kx und dyu = 0 erfiillt.
Lisst sich diese Losung reell-analytisch auf ganz R? fortsetzen? Wenn jetzt k — 0o
geht, konvergiert die Folge der Losungen dann (lokal und /oder global) gegen das
Erwartete?

Falls S charakteristisch ist, untersuchen Sie, ob es trotzdem eine eindeutige reell-
analytische Losung des Problems gibt. [3 Punkte]

Druckfehler / Irrtum: Falls S charakteristisch ist, war es so gemeint, dass man
untersuchen sollte, ob die Differenzialgleichung mit den Anfangsbedingungen eine
eindeutige reell-analytische Losung hat. Das war missverstdndlich formuliert.

b) Analog fiir die Differenzialgleichung —0,,u + dyyu = 0. [3 Punkte]

c) Analog fiir die Differenzialgleichung —0,,u + 9yu = 0. [3 Punkte]
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Abgabe: Freitag, 18. Mai 2007, in den Ubungen

Aufgabe 10: Geben Sie auf dem Einheitskreis 2 = {z € R? : |z| < 1} eine lineare
partielle Differenzialgleichung mit stetigen Koeffizienten an, die dort elliptisch, aber nicht
gleichméfig elliptisch ist. [2 Punkte]

Aufgabe 11 (Korrektheit und Einzigkeit fiir ein Dirichlet-Problem):
a) Beweisen Sie Satz 5 in Abschnitt 3.2. [3 Punkte]

b) Zeigen Sie an einem Beispiel, dass auf Bedingung (7) nicht verzichtet werden kann.
In Worten: Die Losung des Dirichlet-Problems ist nicht notwendig eindeutig, wenn
die Bedingung c¢(z) < 0 nicht erfiillt ist. Hinweis: n = 1 ist zuléssig.  [3 Punkte]

Aufgabe 12 (Korrektheit und Eingzigkeit fiir ein Robin-Problem): Wir betrachten
eine elliptische Differenzialgleichung auf einem beschrinkten Gebiet (2, aber statt der
Dirichlet-Randbedingungen v = ¢ betrachten wir die Robin-Randbedingungen

(V)T Av + hu = o auf 912,

wobei A die Matrix der Koeffizienten a;; der zweiten Ableitungen ist, v der &ufere Normal
und h,p € C(052) gegebene Funktionen. Ferner sei vorausgesetzt, dass h(z) > 0 ist auf
082. Aukerdem muss {2 ein C1-Gebiet sein.

a) Formulieren und beweisen Sie einen analogen Satz zu Satz 1 aus Abschnitt 3.2.
[4 Punkte]

b) Formulieren und beweisen Sie einen analogen Satz zu Satz 3 aus Abschnitt 3.2.
Dabei soll der Faktor, der dem ~ entspricht, unabhéngig von u, 1) und f sein, darf
aber insbesondere von h abhéngen. [5 Punkte]

c) Formulieren und beweisen Sie einen analogen Satz zu Satz 5 aus Abschnitt 3.2.
[3 Punkte]



Aufgabe 13 (Modellierung von Robin-Bedingungen): Sei 2 C R” ein beschrinktes
Gebiet. Eine stationére (das heifst zeitunabhéngige) Temperaturverteilung in einem ho-
mogenen Medium wird durch die Differenzialgleichung

Au=0

modelliert (vergleiche auf Aufgabe 4 mit konstanten Materialparametern und dyu = 0).
Dirichlet-Randbedingungen (u = ¢ auf 0f2) entsprechen physikalisch dem Konstant-
halten der Temperatur am Rande. Heizen oder Kiihlen mit konstanter Energiezufuhr
entspricht Neumann-Randbedingngen (Vu - v = ¢ auf 912, wobei ¢ > 0 fiir Heizen und
¢ < 0 fiir Kiihlen steht). In der Realitdt kann man nicht unbedingt eine feste Tempera-
tur halten. Man kann dem jedoch nahe kommen, indem man heizt oder kiihlt mit einer
Energiezu- beziehunsgweise -abfuhr, die proportional zur Abweichung von der Zieltempe-
ratur ist. Modellieren Sie die entsprechenden Randbedingungen. Untersuchen Sie dabei,
ob die Vorzeichenbedingung aus Aufgabe 12 (also h > 0) erfiillt ist. [3 Punkte]
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Abgabe: Freitag, 25. Mai 2007, in den Ubungen

Aufgabe 14: Sei 2 C R? ein beschriinktes Gebiet und u € C?(£2) N C(2). Zeigen Sie
eine Richtung der Aquivalenz der folgenden Aussagen:

e v ist subelliptisch zum Operator L = A geméf Definition 6 im Abschnitt 3.2 (das
heift —Au < 0 in £2).

e u ist subharmonisch geméf Definition 2 im Abschnitt 3.5 (das heift, jede auf einer
ganz in {2 enthaltenen Kugel harmonische Funktion A, die auf dem Rand der Kugel
> w ist, ist auf der ganzen Kugel > u).

(Damit keine Missverstdndnisse entstehen: Die Aussagen sind dquivalent; um volle Punkt-
zahl zu erhalten, braucht aber nur eine der zwei Richtungen gezeigt zu werden — egal
welche.) [5 Punkte]

Aufgabe 15 (Eindeutigkeit fiir gemischte Randwertaufgabe): Sei 2 C R" ein be-
schriinktes C%!-Gebiet, und sei der Rand I' = 942 in zwei disjunkte (messbare) Teile
Il und Iy unterteilt. ug,ug € C%(2) N C1(2) seien Losungen des folgenden Laplace-
Problems mit gemischen Randbedingungen:

Au = f, in {2,
U=, auf I7,
Vu-v=1, auf I,

wobei @, € C(I') und f € C(12).

Druckfehler / Irrtum: Man muss noch voraussetzen, dass {2 zusammenhéngend ist.

a) Zeigen Sie, dass u; und ug sich héchstens um eine Konstante unterscheiden. Hin-
weis: Lemma 2 in Abschnitt 3.3. [3 Punkte]

b) Zeigen Sie, dass u; = ug ist, sofern I1 # {} (Eindeutigkeit der Losung). [1 Punkt]

c) Falls Iy = {} ist, zeigen Sie, dass es nur dann eine (klassische) Losung geben kann,

/Q f(a) dz = /F b(x) ds(z)

ist. [2 Punkte]

wenn



Aufgabe 16 (Stetige Abhangigkeit fiir gemischte Randwertaufgabe):

a)

b)

Sei £2 = (0,1)" der n-dimensionale Einheitswiirfel. Zeigen Sie, dass es eine Kon-
stante C' < oo gibt so, dass

[ullr2(0) < ClIVull2(o)

gilt fiir alle u € C'1(§2), die die Bedingung u(0, x2, 3, . .., x,) = 0 erfiillen (Poincaré-
Friedrichssche Ungleichung). Hinweis: Stellen Sie u(z) mittels des Hauptsatzes
der Differenzial- und Integralrechnung geeignet dar; wenden Sie dann die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung in der Form ([ ab)? < fa2 fb2 mit a = 1 an. Integrie-
ren Sie die erhaltene Abschitzung fiir u(z)? iiber 2 und schiitzen Sie weiter ab.

[4 Punkte]

Beweisen Sie in der Situation von Aufgabe 15 fiir den Spezialfall {2 = (0,1)” und
I't © {0} x (0,1)"! stetige Abhingigkeit der Losung von f (bei festen ¢ und 1) in
einer Norm Threr Wahl. Hinweis: Wie verallgemeinert sich Lemma 2 im Fall, dass
die Funktionen nicht harmonisch sind? [4 Punkte]
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Abgabe: Freitag, 1. Juni 2007, in den Ubungen

Aufgabe 17:

a) Berechnen Sie die Fourierreihe der Funktion f(z) = z auf [—7, 7. [3 Punkte]

b) Berechnen Sie daraus den Grenzwert > 3o, 1/k*. Uberpriifen Sie das Ergebnis,
indem Sie mit dem Computer geeignete Partialsummen berechnen.  [3 Punkte]

Aufgabe 18: Sei y : [—7, 7] — R periodisch und hinreichend glatt und habe die Fourier-
Koeffizienten ag, ay, b.

a) Berechnen Sie die Fourier-Koeffizienten von /(). [2 Punkte]

b) Berechnen Sie die Fourier-Koeffizienten von y(z) sin x. [2 Punkte]

Aufgabe 19: Gegeben sei die Randwertaufgabe

1 9 1
y"(x) +sinz -y (z) — by(x) = ~3 sinz — 3 sin 2z + 3 sin3z, y(—7)=y(7)=0.

a) Warum wissen Sie, dass es hochstens eine klassische Losung geben kann? [1 Punkt]

b) Finden Sie diese Losung, indem Sie mit Hilfe von Aufgabe 18 Bedingungen an die
Fourier-Koeffizienten herleiten. Hinweis: Kiimmern Sie sich nicht mehr um Eindeu-
tigkeit und probieren Sie, ob eine abbrechende Fourier-Reihe ausreicht. [5 Punkte]



Universitat Bremen Fachbereich 3 Sommersemester 2007

Partielle Differenzialgleichungen |
Dr. Michael Wolff Dr. Tim Kroger Blatt 7

Abgabe: Freitag, 8. Juni 2007, in den Ubungen

Aufgabe 20: Losen Sie auf 2 = (0,1) x (0,1) das Randwertproblem
— 0Oz — Oyyu = 0,
u(0,y) =0, u(z,0) =0,
u(lay) =0, ’LL(QL‘, 1) =z —a

mit der Fourier-Methode (Separationsansatz). Es geniigt, wenn Sie die Fourierreihe der
Losung angeben und ihre Konvergenz zeigen. [6 Punkte]

Aufgabe 21: Versuchen Sie, mit einem &hnlichen Ansatz die Differenzialgleichung
—0Opatt + Oyyu = 0 oder —Opeu + Oyu =0

(jeweils mit denselben Randbedingungen wie in Aufgabe 20) zu losen. (Das heifst, suchen
Sie sich eine dieser beiden Gleichungen aus.) Was passiert? [4 Punkte]

Aufgabe 22 (Fredholmsche Alternative):

a) Beweisen Sie die Fredholmsche Alternative fiir endlichlichdimensionale Hilbert-
raume (Satz 2 im Abschnitt 5.1 mit H = K"). [4 Punkte]

b) Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass im unendlichdimensionalen Fall auf die
Kompaktheitsvoraussetzung nicht verzichtet werden kann. Hinweis: Zum Beispiel
mit H = [? (Raum aller quadratsummierbaren Folgen in R). [3 Punkte]
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Abgabe: Freitag, 15. Juni 2007, in den Ubungen

Aufgabe 23: Finden Sie mittels der Fourier-Methode die Losung des Randwertproblems

—Au(z,y) = (z —2%)(y — %), (z,y) € 2,
u(z,y) =0, (x,y) € 002

auf 2 =(0,1) x (0,1). Es geniigt, wenn Sie die Fourierreihe der Lisung angeben.
[5 Punkte]

Aufgabe 24: Beweisen Sie Satz 1 im Abschnitt 5.2 (Stetigkeit des Fredholmschen Inte-
graloperators mit stetigem Kern). Geben Sie dabei eine Schranke fiir die Operatornorm
von K an. [5 Punkte]

Aufgabe 25: In dieser Aufgabe darf die (intuitiv einleuchtende) Formel

b
da = ds(z)d
/{xERn:CLSMSb} f(x) ! /a /{xER": |z| =} f(x) 8($) '

benutzt werden; sie gilt fiir 0 < a < b < oo und eine beliebige Funktion f auf dem R",
die die Voraussetzungen des Satzes von Fubini erfiillt (ndmlich f messbar und auf der
angegebenen Menge entweder integrabel oder > 0).

a) Es sei ko(x) = 1/|z|* (auf dem R™). Zeigen Sie, dass fBl(O) ko(x) dz genau dann
endlich ist, wenn a < n ist. Zeigen Sie auferdem, dass fR”\Bl(O) ko(z) dz genau
dann endlich ist, wenn « > n ist. [4 Punkte]

b) Zeigen Sie, dass fiir alle n > 2 die Grundlésung E,,(x) der Laplace-Gleichung lokal
integrabel ist. [2 Punkte]
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Abgabe: Freitag, 22. Juni 2007, in den Ubungen

Aufgabe 26 (Fouriertransformation auf unbeschrinktem Gebiet): Fiir jedes f € L'(R)
(mit Werten in C) ist die Fouriertransformierte definiert geméf

f€) = (Ff)(©) = %Q_w /R F(@)em i da.

Es ist f € C(R). Ist sogar f € C3°(R), so ist f € LY(R) N C®(R), und es gilt die
Umkehrformel

f) = f(-2).
a) Sei f € C}(R). Zeigen Sie: (Ff')(€) = i&(Ff)(&). [3 Punkte]

b) Gegeben sei das Anfangswertproblem

O — Oppu = 0, zeR, t>0,
u(z,0) = up(z), reR
mit ug € C§°(R). Losen Sie dieses, indem Sie es im Ort fouriertransformieren,
dann die entstehende Schar gewohnlicher Differenzialgleichungen 16sen und schliefs-

lich die Losung riicktransformieren. Es geniigt, wenn Sie u(z,t) als Doppelintegral
hinschreiben und beweisen, dass es existiert. [5 Punkte]

Aufgabe 27 (Doppelschichtpotenzial bei nicht-stetigem Rand):

a) Aus den Lemmas 7 und 8 im Abschnitt 5.3 ergab sich (siehe Vorlesung) eine Ab-
schitzung der Art

C
o — g

fiir z,& € 012 und |z — | hinreichend klein, wobei A > 0 und ¢ < oo und 2 C R"
offen und beschrinkt mit hinreichend glattem Rand.

Betrachten Sie jetzt 2 = (0,1) x (0,1) C R™, was nicht hinreichend glatt ist
(ndmlich nur 2 € C%!). Zeigen Sie, dass in der Tat eine Abschiitzung wie oben
nicht mehr gilt. [3 Punkte]

IVE,(z =€) - v(§)] <

Druckfehler / Irrtum: Das angegebene §2 liegt natiirlich in R?, nicht R” (mit an-
deren Worten: n = 2).



b) Zeigen Sie, dass auch die entsprechende Aussage von Satz 9 iiber das Doppelschicht-
potenzial fiir diese Menge {2 nicht mehr gilt. Mit anderen Worten, finden Sie ein
passendes h € L>°(912), fiir das das Doppelschichtpotenzial W nicht auf 92 stetig
ist (oder vielleicht gar nicht existiert). [5 Punkte]
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Abgabe: Freitag, 29. Juni 2007, in den Ubungen oder bis Donnerstag, 28. Juni 2007, in
Postfach Nr. 160 im MZH

Aufgabe 28 (Spiegelung am Kreis): Sei §2 C R? offen, aber nicht notwendig beschriinkt,
wobei 0 ¢ £2. Sei ferner u € C?(§2) harmonisch und

o B2\ {0} — B2\ {0}, H%

mit festem R > 0.

a) Zeigen Sie, dass u o ¢ auf seinem Definitionsbereich harmonisch ist.  [3 Punkte]

b) Sei nun zusétzlich 2 D {z : |z| > r} fir ein r > 0 und w auf {x : |z| > r}
beschriankt. Somit enthélt das Definitionsgebiet von u o ¢ die Menge {x : |z| <
R/r} \ {0}. Zeigen Sie, dass u o ¢ sich in den Nullpunkt harmonisch fortsetzen
lisst. Hinweis: Identifizieren Sie R? mit C und interpretieren Sie v = u o ¢ als
Realteil einer komplexwertigen Funktion. Wahlen Sie den Imaginérteil w so, dass
die Gesamtfunktion f = (v,w) holomorph ist; definieren Sie dazu w(z) als ge-
eignetes Wegintegral von einem festen Punkt z* nach z und zeigen Sie, dass die
Definition unabh#ngig von der Wahl des Weges ist und dass das Paar (v,w) die
Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen erfiillt. Wenden Sie dann ein Ergeb-
nis aus der Funktionentheorie an, um f holomorph in den Nullpunkt fortzusetzen.

[5 Punkte]

Aufgabe 29:

a) Beweisen Sie, dass fiir n > 2 die innere und dufere Dirichlet-Aufgabe im Sinne von
Abschnitt 5.4 jeweils hochstens eine Losung haben. Mit anderen Worten: Schlie-
fen Sie die Liicken im Beweis von Satz 2. Hinweis: Maximumprinzip (Satz 7 im
Abschnitt 3.2; fiir n = 2 auferdem Aufgabe 28. [4 Punkte]

b) Gilt die Aussage des Satzes auch fiir n = 17 [2 Punkte]
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Abgabe: Freitag, 6. Juli 2007, in den Ubungen

Aufgabe 30: Zeigen Sie, dass die Integralgleichungen, die sich im Abschnitt 5.4 fiir das
innere Neumann- und das &uflere Dirichlet-Problem ergeben, (das sind die Gleichun-
gen (34) und (37)) zueinander konjugiert sind. Passen Sie dabei genau auf die Vorzeichen
auf. [4 Punkte]

Aufgabe 31 (Eigenschaften der Green-Funktion): Sei 2 C R” offen und beschrinkt.
Beweisen Sie:

a) Die Green-Funktion G, auf {2 ist eindeutig besimmt. [3 Punkte]

b) Fiir z € 2 und £ € 2 mit x # £ ist G, (z,£) > 0. [3 Punkte]

Aufgabe 32 (Green-Funktion in einer Raumdimension):

a) Erldutern Sie, warum man die Funktion Fj(x) = —|z|/2 als Fundamentallosung
fiir die Laplace-Gleichung in einer Raumdimension ansehen kann. [2 Punkte]

b) Bestimmen Sie die Green-Funktion fiir das eindimensionale Intervall I = (0,1).
Uberpriifen Sie die Symmetrie der Greenfunktion. [3 Punkte]

c) Bestimmen Sie mit Hilfe dieser Green-Funktion die Losung des Randwertproblems

—u"(x) = e”, z € (0,1),
u(0) = u(1) = 0. [3 Punkte]
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Abgabe: Freitag, 13. Juli 2007, in den Ubungen

Aufgabe 33 (Green-Funktion fiir den Halbkreis): Bestimmen Sie die Green-Funktion
fiir den Halbkreis

Q2 ={rcR®: 2y >0und |z| < 1}.

Hinweis: Bemerkung 4 im Abschnitt 5.5 (Green-Funktion fiir Halbraum) sowie Aufga-
be 28 (Spiegelung harmonischer Funktionen am Kreis). [6 Punkte]

Aufgabe 34: Losen Sie das Anfangsrandwertproblem

— 0Ot + Oyyu = 0, (z,y) € 2=1(0,1) x (0,1),
u(0,y) = u(l,y) =0, y € (0,1),
u(z,0) = z — 23, z € (0,1),
Ozu(z,0) =0, z € (0,1)

mit der Fourier-Methode. Was passiert, wenn man die Anfangswerte zu y = 1 statt zu
y = 0 fordert? [4 Punkte]

Druckfehler / Irrtum: In der letzten Anfangsbedingung muss es d, heifen statt 0, also

Oyu(z,0) = 0, x € (0,1).

Aufgabe 35: Losen Sie das Anfangsrandwertproblem

- xxu+ ayu — O, (x, y) S Q == (O, 1) X (0, 1),
u(O,y) = u(17y) =0, Yy € (07 1)7
u(x,0) =z — 23, z € (0,1)

mit der Fourier-Methode. Was passiert, wenn man die Anfangswerte zu y = 1 statt zu
y = 0 fordert? [4 Punkte]
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Freiwilliges Ferienblatt

Aufgabe 36: Losen Sie die Differenzialgleichung
21019 + 12000 + 30 — @ =0
mit den Anfangswerten

P(£1,62,0) =& — €.

(Es ist Absicht, dass vor dem J3¢ kein x3 steht.)

Aufgabe 37: Denken Sie sich selbst weitere quasilineare Differenzialgleichungen erster
Ordnung aus und l6sen Sie diese.



