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Zusammenfassung

Wir setzen uns intensiv mit dem in [Sat98] und [SN0O] untersuchten fallbasierten Mo-
dell zum Lernen boolescher Funktionen auseinander. Dabei leiten wir zunéchst die
dort erhaltenen Resultate aus den Bereichen Représentierbarkeit boolescher Funktio-
nen, Minimalitdt von Fallbasen und PAC-Lernbarkeit polynomiell reprisentierbarer
Funktionsklassen unter einem leicht verdnderten Blickwinkel neu her.

Einen Nachteil des in [SNOO] vorgestellten Lernalgorithmus stellt die Verwendung
nicht unerheblich vieler Membership Queries dar. Wir untersuchen im letzten Ab-
schnitt der Arbeit die Frage, ob dieses Hilfsmittel zum effizienten Erlernen der be-
trachteten Funktionsklasse moglicherweise nicht zwingend notwendig ist. In diesem
Zusammenhang zeigen wir die N'P-Hérte und Nicht-Approximierbarkeit eines Teil-
problems.
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1 Einleitung

Die Entwicklung lernfihiger Software und damit auch der Bedarf an der Theorie
maschinellen Lernens mag einem aktuellen Trend entsprechen, setzt jedoch eigent-
lich nur einen sehr alten konsequent fort: Der Einsatz menschlicher Arbeitskraft
verlagert sich von der tatsidchlichen Ausfiihrung einer bestimmten Tétigkeit mehr
und mehr zur Konzeption und Herstellung immer ausgefeilterer Werkzeuge, die die-
se komplett fiir uns iibernehmen. Das gilt insbesondere fiir Computerprogramme,
die als aus Software bestehende Werkzeuge gesehen werden miissen. Je komplexer,
méchtiger und vielseitiger die Software jedoch wird, desto aufwendiger ist meist ih-
re Anpassung und Optimierung beziiglich spezieller Anforderungen. Es wére daher
wiinschenswert, wenn Programme diese Aufgabe in gewissem Mafle selbst iiberneh-
men koénnten.

Einem solchen Gedankengang entsprang die Motivation dieser Arbeit: Um den War-
tungsaufwand einer viele Millionen Teile enthaltenden Maschinenbauteile-Daten-
bank mdoglichst gering zu halten, soll diese ihre eigene Zugriffsstruktur dahingehend
optimieren, dass die von einem Ingenieur benétigte Zeit zum Suchen eines Bau-
teils moglichst gering ist. Zu diesem Zweck mochte man ihm stets bevorzugt die-
jenigen Teile anbieten, die, maschinenbautechnisch betrachtet, zu den im Vorfeld
ausgewéihlten passen. Beispielsweise ist nach der Auswahl eines Generators die Su-
che nach einem Verbrennungsmotor deutlich wahrscheinlicher als die nach einem
Getriebe. Zusétzlich konnte dem Benutzer die Auswahl dadurch erleichtert werden,
dass von der Vielfalt verfiigharer Motoren nur solche angeboten werden, die eine
gemeinsame Verwendung mit dem ausgewihlten Generator erlauben, was anhand
der technischen Daten der Bauteile entscheidbar sein sollte. Da eine manuelle Pro-
grammierung entsprechender Entscheidungsregeln umfassenden Sachverstand, also
hochbezahlte Fachleute erfordert, und folglich angesichts der immensen Grofle und
zu erwartenden Dynamik der Datenbank eine erhebliche finanzielle Dauerbelastung
darstellen wiirde, wird eine automatisierte Losung angestrebt.

Somit erscheint ein Ansatz sinnvoll, bei dem die Datenbank allgemeine Beziehungen
zwischen Teileklassen erlernt. Dabei soll im Gegensatz zu einer statistikbasierten
Zusammenanhangsbeschreibung, die lediglich erkennen ldsst, dass zwei Teile haufig
gemeinsam gewéhlt wurden und daher wohl zusammenpassen miissen, erlernt wer-
den, warum dies so ist. Auf diese Weise konnten auch fiir neu eingefiihrte Teile,
fiir die noch keine statistischen Daten zur Verfiigung stehen, bereits entsprechende
Vorhersagen getroffen werden. Dabei wird davon ausgegangen, dass jedes Teil der-
selben Bauteileklasse (zum Beispiel “Generator”), zumindest annidhernd dieselben
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Attribute (zum Beispiel “Eingangsleistung”) besitzt, sich aber iiber die Werte der
Attribute von den anderen Teilen in der Klasse abgrenzt. Die Hoffnung ist nun, dass
die Datenbank fiir jedes Paar von Bauteileklassen mit Hilfe positiver und negativer
Trainingsbeispiele! lernt, fiir jedes Teilepaar aus den beiden betrachteten Klassen
anhand von Beziehungen zwischen Attributswerten die gemeinsame Verwendbarkeit
zu entscheiden.

Es liegt damit eine Fragestellung vor, die in das Gebiet des sogenannten Concept
Learning passt. Beim Lernen von Konzepten, das wir in Kapitel 3 kurz einfiihren,
geht es darum, eine Menge von Objekten (in unserem Beispiel eine Menge von Paa-
ren aus einem Motor und einem Generator) in zwei verschiedene Klassen aufzuteilen
(“gemeinsam verwendbar” oder “nicht gemeinsam verwendbar”). Die Aufgabe der
Maschinenbauteiledatenbank wire somit, Konzepte wie “Motor und Getriebe sind
gemeinsam verwendbar” zu erlernen. Eine interessante Frage dabei ist beispielsweise,
wie “schwierig” die Entscheidungsregel fiir dieses Konzept sein darf, damit sie noch
mit vertretbarem Aufwand erlernt werden kann. Diese Frage bildet die Motivation
fiir die theoretischen Untersuchungen dieser Arbeit, bei denen wir fiir eine spezielle
Ausprigung des Concept Learning die Komplexitéit der effizient erlernbaren Zusam-
menhénge analysieren.

Dabei verwenden wir die ersten Gedanken darauf, wie man den Begriff “erlernbar”
zu verstehen hat. So ist es eher unwahrscheinlich, dass eine meist relativ begrenzte
Anzahl von Trainingsbeispielen ausreicht, um die Entscheidungsregel eines Konzep-
tes vollstdndig korrekt zu erlernen. Daher verwenden wir fiir unsere Untersuchun-
gen ein entsprechend relaxiertes Lernbarkeits-Modell, das Probably Approximately
Correct (PAC)-Modell, welches in seiner urspriinglichen Form von Valiant in [Val84]
eingefithrt wurde. Wir fordern lediglich, dass “wahrscheinlich” eine “annéhernd rich-
tige” Entscheidungsregel, auch Hypothese genannt, effizient erlernt werden kann.

Damit haben wir uns auf einen Lernbarkeitsbegriff festgelegt. Doch auf welche Weise
sollen die Beziehungen erlernt werden? Eine interessante Auspriagung des Concept
Learning stellt das Fallbasierte Lernen dar. Dabei wird das Erfahrungswissen durch
eine Datenbank (Fallbasis) gespeicherter Referenzfille reprisentiert, die wihrend
des Lernprozesses aufgebaut wird. Gewohnlich wird ein neu zu klassifizierendes Ob-
jekt anhand der bekannten Klassenzuordnung der #hnlichsten Referenzobjekte in
der Fallbasis eingestuft?.

Prinzipiell wird im hier betrachteten fallbasierten Modell zum Lernen boolescher
Funktionen, das Ken Satoh in [Sat98] verwendet, auf dhnliche Weise verfahren. Al-

' Die Trainingsbeispiele kénnten beispielsweise automatisch aus Zugriffsstatistiken gewonnen wer-
den.

2Da mit der Bestimmung des &hnlichsten Objektes, die durchaus einen gewissen Rechenaufwand
beinhalten kann, ein Teil der Lernarbeit dem Klassifikationsvorgang iiberlassen wird, wird das
Fallbasierte Lernen oft als “faule” Lernmethode bezeichnet.
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lerdings verwendet Satoh als AhnlichkeitsmaB das bitweise exklusive “Oder” zweier
Binérverktoren, und damit ist die Frage, welche Referenzfille (also vorklassifizier-
te Binérvektoren aus der Fallbasis) einem Eingabevektor am dhnlichsten sind, nicht
durch eine einfache Minimumbildung zu 16sen. Es wird folglich ein komplexerer Klas-
sifikator benotigt. In Kapitel 4 wenden wir uns dem durch Ahnlichkeitsfunktion und
Klassifikator bestimmten Modell ausfiihrlich zu und leiten die in [Sat98] und [SNOO]
erzielten Resultate unter einem leicht verdnderten Blickwinkel neu her. Zunéchst be-
trachten wir die reprisentative Méchtigkeit des Modells, indem wir die Menge aller
booleschen Funktionen bestimmen, die von einer Fallbasis effizient dargestellt werden
konnen. Damit erhédlt man offenbar bereits eine obere Schranke fiir die Komplexitét
der erlernbaren Funktionsklassen. Besonders die vorgestellten Minimalitédtskriteri-
en und Verfahren zur konsistenzerhaltenden® Verringerung der benétigten Anzahl
von Referenzfillen spielen eine wichtige Rolle bei der Analyse der im Anschluss ein-
gefiihrten Lernalgorithmen.

Der in Abschnitt 4.3 betrachtete Algorithmus wurde in seiner urspriinglichen Form
von Satoh und Nakagawa in [SNOO| vorgestellt, und erhilt seine Bedeutung dadurch,
dass er stets eine Hypothese (also eine erlernte Fallbasis) ausgibt, mit deren Hilfe
nicht nur alle Trainingsbeispiele korrekt klassifiziert werden, sondern deren Grofle
aulerdem abhingig von der Komplexitit der zu lernenden Funktion beschrinkt wer-
den kann. Diese Tatsache ermoglicht den Nachweis, dass der betrachtete Algorithmus
ein effizienter PAC-Algorithmus fiir jede iiberhaupt vom verwendeten Modell effizi-
ent reprisentierbare Klasse boolescher Funktionen? ist.

Beim Lernvorgang bedient sich der angesprochene Lernalgorithmus jedoch soge-
nannter Membership Queries, die wir an dieser Stelle frei als “Experten-Anfragen”
iibersetzen wollen. Diese wiirde man in der Praxis gern vermeiden, denn diese In-
teraktion widerspricht nicht nur dem Prinzip einer sich autonom optimierenden Da-
tenbank, sondern erfordert auch wieder die Verfiigharkeit entsprechend qualifizierter
Fachkréfte. Im Verlauf der Untersuchungen mehren sich jedoch die Zweifel, dass die
betrachtete Funktionsklasse auch ohne die Verwendung dieses méchtigen Hilfsmittels
im betrachteten Modell effizient erlernbar ist. In Kapitel 5 fundieren wir diese Zweifel
durch eigene Uberlegungen, indem wir zeigen, dass weder eine exakte noch eine gu-
te approximative Generalisierung von Hypothesen effizient realisiert werden kann.
Dies gelingt durch die Herleitung eines Approximationsgiite-erhaltenden Redukti-
onsbegriffs, unter dessen Verwendung wir das N'P-vollstindige Problem MINIMUM
CLIQUE PARTITION [GJ79], fiir das eine starke untere Approximationsschranke be-
kannt ist®, auf das untersuchte Optimierungsproblem reduzieren.

3Konsistenz ist die Eigenschaft einer Hypothese, mindestens die bereits betrachteten Trainings-
beispiele korrekt zu klassifizieren (siehe auch Abschnitt 3.1).

4Diese umfasst beispielsweise die Menge aller k-Term-DNF beziehungsweise k-Term-CNF.

Sunter der Voraussetzung ZPP # NP, siche [Gil77] und [FK9S]
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2 Praliminarien

Bevor wir diverse komplexitédtstheoretische und mathematische Grundlagen anfiih-
ren, wollen wir uns beziiglich einiger Schreibweisen festlegen.

Bezeichnungen

Folgende Namen und Notationen werden in der gesamten Arbeit verwendet:

e Pot(M) bezeichnet die Potenzmenge einer Menge M.
e P(E) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses E.

e Wir identifizieren eine boolesche Funktion f mit der Menge derjenigen Para-
meter, die von f auf 1 abgebildet werden:

ref= f(z)=1

e Funktions- beziehungsweise Problemklassen werden durch kalligraphische Buch-
staben représentiert (z.B. F, N'P).

e Fiir die Namen komplexitatstheoretischer Probleme verwenden wir die Schrift-
art SMALLCAPS.

Einige komplexitédtstheorische Grundlagen

Das Berechnungsmodell Turingmaschine (TM), sowie die Klassen P und NP der
Probleme, die sich mit Hilfe von deterministischen beziehungsweise nicht-determi-
nistischen Turingmaschinen in polynomieller Zeit akzeptieren lassen, setzen wir als
bekannt voraus. Gleiches gilt fiir die polynomiell zeitbeschrankte Reduktion <P. Fiir
genauere Informationen zu diesen Themen verweisen wir auf [GJ79] sowie [BC94].

Probabilistische Turingmaschinen heben sich von herkémmlichen dadurch ab,
dass sie sogenannte Miinzwurf-Zusténde besitzen kénnen, in denen Entscheidungen

abhéngig vom Ergebnis eines fairen Miinzwurfs getroffen werden. Dabei ist nach
[Gil77]

e PP die Klasse aller Sprachen, die von polynomiell zeitbeschréinkten probabi-
listischen Turingmaschinen erkannt werden,
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Abbildung 1 Hierarchische Einordnung von ZPP nach [Gil77]. Dabei ist von keiner der Inklu-

sionen bekannt, ob sie echt ist.

e BPP die Klasse aller Sprachen, die von polynomiell zeitbeschréinkten probabi-
listischen Turingmaschinen mit beschréankter Fehlerwahrscheinlichkeit erkannt
werden,

o ZPP die Klasse aller Sprachen, die von probabilistischen Turingmaschinen mit
polynomiell beschréankter Durchschnitts-Laufzeit fehlerfrei erkannt werden.

Uns interessiert in diesem Zusammenhang besonders die Einordnung der Klasse

ZPP gemifl Abbildung 2.

Einige Mathematische Grundlagen

Definition 1 [Ger67] Ein vollstindiger Verband ist eine quasi-geordnete Menge
(M, <), in der es zu jeder Teilmenge M' C M sowohl ein grofites gemeinsames Un-
terelement inf(M’) als auch genau ein kleinstes gemeinsames Oberelement sup(M’)
gibt.

Definition 2 Wir definieren eine Bijektion x,,, die eine Teilmenge M von{1,2...,n}
auf einen Vektor ¢ aus {0,1}" mit folgender Eigenschaft abbildet:

ieM << c[i]=1.

Mit anderen Worten, jede Komponente von c ist genau dann FEins, wenn ihr Index
in M enthalten ist. Wir sagen dann, ¢ korrespondiert zu M und umgekehrt.

Bemerkung 3 Fiir diese Funktion x,, gelten die folgenden Eigenschaften:

(1) xn ist ein Isomorphismus zwischen den Monoiden ({1,2...,n},U) und

({0,1}", V).

(2) Monotonie: Fiir alle si,so C {1,2...,n} gilt: s1 C s2 <= xn(s1) = Xxn(s2).
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Definition 4 Zu einer booleschen Formel f bezeichne DINFynin (f) eine zu f dqui-
valente Formel in disjunktiver Normalform, welche aus der geringsten Anzahl von
Monomen besteht. Analog dazu sei CNFyin(f) als eine zu f dquivalente Formel
in konjunktiver Normalform mit minimaler Anzahl von Klauseln.



3 Lernen von Konzepten

Machine Learning oder Maschinelles Lernen ist ein Teilgebiet des Themenbe-
reichs Kiinstliche Intelligenz (KI) und widmet sich der Aufgabe, Computerpro-
gramme zu entwerfen, die sich durch Erfahrungen selbststdndig verbessern. Hatte
man frither die Vorstellung, eine Art Elementarsystem zu entwickeln, welches vie-
le verschiedene Aufgaben mit Hilfe einiger unspezifischer Basisalgorithmen erlernen
kann, so ist man im Laufe der Zeit mehr dazu iibergegangen, iiberwachte Lerner fiir
spezielle Probleme zu entwickeln. Im Gegensatz zu vielen anderen Aspekten der KI
sind in diesem Bereich bereits beachtliche Erfolge zu verzeichnen, die sich im prakti-
schen Einsatz lernfahiger Software manifestieren. Erprobte Anwendungen existieren
beispielsweise in den Bereichen Sprach- und Bilderkennung, Robotik und Data Mi-
ning [Mit97].

Beim Concept Learning oder Lernen von Konzepten, auch Lernen von Be-
griffen genannt, wird das Problem betrachtet, anhand von positiven und nega-
tiven Beispielen Klassifikationsregeln fiir die Zugehorigkeit von Objekten zu einer
bestimmten Klasse zu erarbeiten. Eine solche Aufgabe wire beispielsweise, aus einer
Menge von Passfotos diejenigen herauszufiltern, auf denen die abgebildete Person
einen Bart trdgt, oder in einer Online-Shopping-Datenbank Artikel als fiir einen
Benutzer interessant oder uninteressant zu klassifizieren. Es geht darum, Konzepte
wie “Passfotos von Menschen, die einen Bart tragen” oder “ein fiir Herrn Miiller
interessanter Artikel sein” zu erlernen. Gewissermaflen kann man ein Konzept als
bindrwertige Funktion betrachten, die es mdéglichst gut zu approximieren gilt. Die
gegebenen Positiv- und Negativbeispiele konnen als Stiitzstellen dieser Funktion be-
trachtet werden, die durch einen Lernalgorithmus in ihrer Gesamtheit angenshert
werden soll.

3.1 Grundlagen

Wir definieren einen formalen Rahmen, innerhalb dessen wir uns bei der Untersu-
chung der hier betrachteten Methoden bewegen werden.

Gegenstand der Betrachtungen ist ein Objekt- oder auch Instanzenraum X. Ein
Konzept f; iiber X, auch Zielfunktion genannt, ist eine boolesche Funktion iiber
X und Element eines Konzeptraums beziehungsweise einer Konzeptklasse F
C Pot(X) von Konzepten iiber X.
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Ein Lernalgorithmus L fiir F hat die Aufgabe, eine Zielfunktion f; € F mit Hilfe
einer Trainingsmenge beziehungsweise eines Samples T'= (T';, T_) zu identifizie-
ren, wobei T4 eine Teilmenge der von f; positiv und 7 eine Teilmenge der negativ
klassifizierten Objekte ist (wir schreiben T, C f; beziehungsweise T_ C f,).

Dieser Vorgang entspricht einer Suche nach der richtigen, das heifit f; entsprechen-
den Hypothese. Dabei macht es mitunter Sinn, einen vom Konzeptraum abweichen-
den Hypothesenraum (auch Hypothesenklasse) H als Suchraum zu verwenden.
Dabei kénnen Unterschiede in der Méchtigkeit und auch in der Repréisentation der
enthaltenen Konzepte bestehen. Bekanntermaflen gibt es mehrere Darstellungen fiir
ein und dieselbe Funktion, und moglicherweise lisst sich in einer Hypothesenklasse
besser suchen als in einer anderen. Deshalb werden wir H mitunter auch Reprisen-
tationsklasse nennen. Wir gehen in der Folge stets davon aus, dass jedes mogliche
Zielkonzept f; zumindest von einer Hypothese h aus dem Hypothesenraum H re-
prasentiert wird.

Beispiel 5 In Stromaggregaten wird meist ein Generator verwendet, der die von
einem Verbrennungsmotor mit konstanter Drehzahl erzeugte kinetische Energie in
elektrischen Strom umwandelt.

Sei M eine Menge von Motoren, die sich durch n,,, Attribute auszeichnen und G eine
Menge von Generatoren, die ihrerseits durch n, Eigenschaften beschrieben werden.
Es sei fiir jedes Paar (m,g) € M x G aus einem Motor und einem Generator ent-
scheidbar, ob die beiden Teile prinzipiell zusammen verwendet werden kénnen oder
nicht. Fin Lernsystem soll anhand von positiven und negativen Beispielpaaren die-
jenigen Attributsbeziehungen zwischen M und G erlernen, die notwendig sind, um
spéter neue, nicht in den Beispielen enthaltene Paare (m, g) als zum Konzept “Paare
aus Motor und Generator, die zusammen verwendet werden kénnen” zugehdrig oder
nicht zu klassifizieren.

Die so erlernten Beziehungen kénnten beispielsweise in einer Online-Datenbank fiir
Maschinenteile verwendet werden, um einem Benutzer nach der Auswahl eines Gene-
rators eine Menge dazu passender Motoren anzubieten und damit den Bedienungs-
aufwand zu verringern. Der Vorteil gegeniiber einem blofen “auswendig Lernen” von
Teilepaaren bestiinde vor allem darin, dass nicht sdmliche Kombinationen spezieller
Motoren und Generatoren vorher einzeln vorklassifiziert werden miissten, sondern
nur eine (moglicherweise auch zufillige) Auswahl davon. Gerade bei dynamischen
Datenbanken, bei denen im Laufe der Zeit immer wieder neue Objekte hinzugefiigt
werden miissen, ist dies sicherlich hilfreich.

Als Objektraum X bdéte sich zunéchst das karthesische Produkt aus M und G an,
also die Menge aller méglichen Paare von Motoren und Generatoren. Jedoch enthal-
ten beide Klassen hochstwahrscheinlich Attribute verschiedenster, auch komplexerer
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Datentypen. Dies erschwert die Definition einer halbwegs “einfachen” Konzeptklasse
erheblich. Deutlich angenehmer wiére es beispielsweise, wenn man Eingabeobjekte
mit ausschlieflich bindrwertigen Attributen vorliegen hétte. Zu einer geeigneten Re-
lation R wére eine naheliegende Transformation ¢ : G x M — {0,1}"™™s mit

mi R g1
mi R g0

m1; R Ing
R ¢
¢(g,m) =

me R gn,
m3 R g1

M, R 9ng

m

Dabei muss R mit den vielen verschiedenen Datentypen funktionieren. Wir wollen
hier nicht weiter ins Detail gehen, und verwenden fiir R die Relation ‘=’, die iiber
vergleichbaren Datentypen definiert ist. Sdmtliche Attributspaare, wo ein Vergleich
aufgrund unvergleichbarer Datentypen unmdglich ist, werden nicht iibernommen.

Jeder binére neue Eingabevektor ¢(g,m) hat damit die Linge n < ny, - ng.!

Bei der Wahl einer geeigneten Konzeptklasse kann man bereits den néchsten Feh-
ler begehen: Wéahlt man sie zu klein, so ist das unbekannte Zielkonzept vielleicht
iiberhaupt nicht darin enthalten, wird sie zu grof8 gewéhlt, wird die Suche danach
eventuell zu aufwendig.

Nehmen wir an, hinreichend fiir eine Entscheidung tiber die gemeinsame Verwend-
barkeit eines Motors m und eines Generators g seien die Attribute mg Drehzahl, mg
Leistung sowie g bendtigte Antriebsleistung und gs Betriebsdrehzahl. Im Vektor
x := ¢(g,m) stehe der Wert (g5 = ms) und (g2 = mg) an den Stellen i und j. Eine
denkbare Zielfunktion wére damit:

fi(x) == x A z;

Offenbar handelt es sich hier um einen recht einfachen Zusammenhang, ein Monom
in zwei Variablen. Falls nur Monome als Zielfunktionen in Frage kommen, wére die
Menge aller Monome iiber X als Konzeptklasse naheliegend. Das wiirde uns auch
folgenden einfachen Lernalgorithmus in die Hand spielen:

!Man kann sich sicherlich ausgefeiltere Transformationen eines Tupels (m, g) in einen Binérvektor
vorstellen, aber dieses Problem soll hier nicht ndher betrachtet werden.
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1. Wir warten auf das erste Positivbeispiel und iibernehmen jedes mit 0 belegte
Literal negiert und jedes mit 1 belegte nicht-negiert in das Hypothesen-Monom
auf.

2. Fiir jedes weitere Positivbeispiel konstruieren wir ein Monom analog, bilden
die Schnittmenge der enthaltenen Literale mit denen aus dem Hypothesen-
Monom, und konstruieren eine neue Hypothese durch UND-Verkniipfung der
gemeinsamen Literale.

Ist das zuerst betrachtete positive Beispielobjekt im ersten Attribut mit 1 belegt,
so konnte man vermuten, dass diese 1 fiir die positiv-Klassifikation ausschlagge-
bend war. Dementsprechend wiirden wir im ersten Schritt das Literal x1 in das
Hypothesen-Monom mit aufnehmen. Besitzt das zweite Positivbeispiel jedoch an
gleicher Stelle eine 0, so ist diese Vermutung dahin, und wir kénnen das Literal x;
wie im zweiten Schritt angegeben zusammen mit allen anderen abweichenden aus
dem Hypothesen-Monom wieder streichen. Bei einem solchen Schritt wird zwar die
Menge der vom konstruierten Monom positiv klassifizierten Objekte gréfer, die Men-
ge aller noch méglichen Hypothesen jedoch kleiner. Beim Lernvorgang wird also die
Hypothesenklasse (und damit der abzusuchenede Raum) sukzessiv eingeschrénkt.

Bei der Suche nach der “richtigen” Hypothese lassen sich, sofern alle Trainingsbei-
spiele korrekt vorklassifiziert sind?, sicherlich alle Hypothesen ausschlieen, fiir die
es ein Gegenbeispiel in den Trainingsdaten gibt. Diejenigen Hypothesen, fiir die dies
nicht gilt, nennt man konsistent:

Definition 6 FEine Hypothese h iiber X heifit konsistent mit einer Trainings-
menge T = (T}, T_) genau dann, wenn alle Instanzen aus T von h korrekt klassi-
fiziert werden. Es muss also gelten:

T, Ch und T_Ch.

Da die Trainingsdaten T nach Voraussetzung fehlerfrei sind, muss sich offenbar die
Zielfunktion f; in der Menge aller zu T" konsistenten Hypothesen befinden. Besitzt
diese Menge jedoch mehr als ein Element — was der Regelfall ist — so kann f; nicht
mit Sicherheit identifiziert werden, und das spéitere Auftreten von Klassifikations-
fehlern ist unvermeidbar.

Hilfreich wire es daher wenn man zeigen kénnte, dass ab einer gewissen Anzahl
von Trainingsbeispielen die Menge der in Frage kommenden Hypothesen derart ein-
geschrankt ist, dass nur duflerst wenig Fehler zu erwarten sind. Weiterhin sollte
sich dieses Limit in realisierbaren Grenzen halten. Diese Faktoren hidngen natiirlich

2Wir gehen in dieser Arbeit von fehlerfreien Trainingsdaten aus. Anséitze zum Umgang mit
verrauschten Samples beim fallbasierten Lernen werden beispielsweise in [Aha91] vorgestellt.
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nicht nur von der Lernmethode ab; es stellt sich vielmehr die Frage, ob jede beliebi-
ge Zielfunktion aus der betrachteten Konzeptklasse iiberhaupt auf effiziente Weise
ausreichend angenéhert werden kann.

Im folgenden Abschnitt fithren wir ein oft verwendetes Lernmodell ein, welches sich
dieser Problematik annimmt.

3.2 Effiziente PAC-Lernbarkeit

Wann bezeichnet man eine Klasse von Funktionen als effizient erlernbar?

Valiant fiithrt in [Val84] das Probably Approximately Correct (PAC)-Lern-
modell ein. Ein PAC-Algorithmus liefert wahrscheinlich eine annidhernd korrekte
Hypothese, denn es wird gefordert, dass der Lerner zu beliebig kleinen vorgegebe-
nen Parametern ¢ und § hochstens bei einem Anteil von § Fillen eine Hypothese
berechnet, deren Fehler grofler als e ist. Mit anderen Worten, es wird garantiert,
dass ein Anteil von mindestens (1 — ) Lernvorgingen erfolgreich verlduft, was wir
damit gleichsetzen, dass die Wahrscheinlichkeit, ein beliebiges Objekt anhand der
berechneten Hypothese falsch zu klassifizieren, hochstens ¢ ist.

Hierbei ist eine wichtige Voraussetzung, dass sich die zumeist unbekannte Wahr-
scheinlichkeitsverteilung D iiber dem Instanzenraum zwischen dem Lernvorgang und
der spiteren Anwendung des Erlernten nicht &ndert, denn der Lerner geht davon aus,
dass das zufillig gezogene Sample auf die Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber dem
gesamten Objektraum schlieffen lasst. Wére das Sample hingegen nicht représen-
tativ, so bestiinde die Moglichkeit, dass ein Lernalgorithmus auch aus sehr vielen
Beispielen eine Hypothese bestimmt, welche lediglich einen beziiglich der wirklichen
Verteilung unwichtigen Randbereich der Eingabedaten korrekt klassifiziert®.

Wir bestimmen den Fehler erorp(h) einer Hypothese h bei gegebener Verteilung D
iiber dem Objektraum als die Summe der Auftritts-Wahrscheinlichkeiten derjenigen
Objekte, die von h falsch klassifiziert werden. Wir verwenden die folgende Definition
fiir effiziente PAC-Lernbarkeit:

Definition 7 [Mit97] Gegeben sei eine Konzeptklasse F iiber dem Objektraum
X :={0,1}" sowie ein Lernalgorithmus L, der die Hypothesenklasse H verwendet.

F heifit effizient PAC-lernbar unter Verwendung von M, falls L fiir jedes
Konzept f; aus F, jede Verteilung D iiber X, jedes ¢ mit 0 < ¢ < 1/2 und jedes ¢
mit 0 < § < 1/2 mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens (1 — 0) und in einer

3Es wiire gewissermafBen so, als wiirde man einen Experten fiir Pferdekutschen in der heuti-
gen Automobilindustrie beschéftigen. Sein Wissen wire heute nicht falsch, jedoch vermutlich recht
irrelevant.
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Laufzeit, die polynomiell in 1/e,1/6 und n beschrinkt ist, eine Hypothese h aus H
ausgibt, so dass errorp(h) < e gilt.

Ein solcher Lernalgorithmus heifit effizienter PAC-Lernalgorithmus fiir F.

Der folgende Satz stellt ein wichtiges Hilfsmittel beim Nachweisen von PAC-Lern-
barkeit dar. Dabei bezeichnet H,, ,,, die Menge aller Hypothesen, die von L nach der
Verarbeitung von maximal m Trainingsbeispielen generiert werden kénnen.

Satz 8 [KV94] (Occams Razor*, Kardinalitits-Version) Sei L ein Lernalgorithmus
fiir eine Menge n-stelliger boolescher Funktionen F,,, der zu einem gegebenen Sample
T der GréBe m in einer Zeit, die polynomiell in 1/e, 1/§, n und m beschréinkt ist,
eine beziiglich T konsistente Hypothese h aus H,, ., berechnet. Dann gilt, dass fiir
jede Verteilung D iiber den Objekten eine Menge von

m > 1/e - (log |Hum| + log(1/6))

zufillig gezogenen Trainingsobjekten ausreicht, damit die von L ausgegebene Hypo-
these h mit Wahrscheinlichkeit von mindestens (1 — ¢) einen Fehler errorp(h) von
maximal € besitzt.

Beweis: Wir sagen, eine Hypothese h € 'H,, ,,, ist schlecht, wenn sie einen Fehler
emorp(h) besitzt, der grofler als ¢ ist. Laut Voraussetzung muss jede von L errechne-
te Hypothese konsistent mit den m Trainingsinstanzen sein. Die Wahrscheinlichkeit,
dass eine solche konsistente Hypothese dennoch schlecht ist, betréigt folglich maxi-
mal (1 —¢&)™.

Wir wollen die Menge aller schlechten Hypothesen, die von L nach m Schritten
berechnet werden kénnten, mit H,, ,, bezeichnen. Mit P(AUB) < P(A)+ P(B) (fiir
zwei beliebige Ereignisse A und B) folgt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass irgendeine
schlechte Hypothese aus H,, ,, konsistent mit 7' ist, kleiner als [y, | - (1 — €)™ ist.
Wir fordern, dass diese Wahrscheinlichkeit kleiner als das vorgegebene ¢§ ist. Es
geniigt demnach, m so auszuwéhlen, dass folgende Ungleichung gilt:

Hpm| - (1 =)™ < 6. (1)

Da Hym € Hpm, gilt auch [Hp m| < [Hpm|, und mit (1—¢) < e ist somit Aussage
(1) sicherlich auch erfiillt, wenn wir m geméaf

|Hpm| - €™ < 0.

4Nach William von Occam, Theologe und Philosoph des 14. Jahrhunderts. Thm wird das diesem
Satz zugrunde liegende Prinzip “Keep it simple, stupid” zugeschrieben: Einfache (kurze) Hypothesen
seien komplizierteren (lingeren) vorzuziehen.
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wéhlen. Wird auf beiden Seiten logarithmiert und nach m aufgelost, so erhalten wir
die gewiinschte Ungleichung.

¢

Offenbar ist L genau dann ein effizienter PAC-Lernalgorithmus, falls m durch ein
Polynom in n, 1/¢ und 1/6 nach oben beschréinkt werden kann. Dazu muss der Term

1/e- (log | Hom | + log(l/é))

ein Polynom in diesen Parametern darstellen. Wir kénnen also formulieren:

Satz 9 Falls ein Lernalgorithmus fiir F,,, der fiir eine m-elementige Trainingsmen-
ge die Hypothesenklasse H,, , verwendet, die Voraussetzungen aus Satz 8 erfiillt,
und log |Hym| polynomiell ist in n, 1/e und 1/§, so ist er ein effizienter PAC-
Lernalgorithmus fiir F,,.



4 Fallbasiertes Lernen
boolescher Funktionen

Konzeptuelles Lernen gibt es in vielen Ausprigungen. Wir wollen uns hier auf die
des Fallbasierten Lernens einschrinken, welche auf der schon seit ldngerer Zeit
in der Statistik angewendeten Klassifiktionstechnik des Fallbasierten SchlieBens
(Case-Based Reasoning) beruht.

Der Grundgedanke beim Fallbasierten Schlieflen ist die Klassifikation von Objek-
ten, die in diesem Zusammenhang Félle genannt werden, durch Bewertung ihrer
“Ahnlichkeit” zu Elementen einer aus Trainingsdaten gewonnenen Menge von Refe-
renzfillen, die wir Fallbasis nennen werden.

Ein typisches Beispiel fiir eine Anwendung dieses Ansatzes ist der recht bekannte
k-Nachste-Nachbarn-Algorithmus. Dabei ist das Ziel, Merkmalsvektoren mit Hil-
fe einer vorgegebenen Basis bereits korrekt klassifizierter Beispiele in zwei oder
mehr Klassen einzuteilen. Zu einem zu Kklassifizierenden Eingabevektor sucht der
Algorithmus nun die k£ &hnlichsten Vektoren in der Fallbasis, wofiir zunéchst ein
Ahnlichkeits- oder Abstandsmaf benétigt wird. Offenbar muss weiterhin be-
stimmbar sein, ob ein Vektor einem anderen &hnlicher ist als ein dritter. Somit
muss auf dem Wertebereich des Abstandsmafles zumindest eine Halbordnung de-
finiert sein. Entstammen die Eingabevektoren beispielsweise dem IR", so kidme als
Abstandsfunktion die euklidische Metrik in Frage. Da diese in die reellen Zahlen
abbildet, konnten Abstinde einfach mit “<” verglichen werden.

Hat man die k& dhnlichsten Vektoren bestimmt, kann man diese zur Bestimmung
der Klasse des Eingabevektors verwenden. Ein typisches Verfahren ist beispielswei-
se, die Klasse auszuwéhlen, zu der die meisten dieser k Vektoren gehoren. Haufig
wird zusétzlich der Abstand der einzelnen Vektoren zum Eingabevektor gewichtend
in die Entscheidung mit eingebracht.

Die maflgeblichen Fragestellungen bei der Definition eines fallbasierten Klassifikati-
onssystems sind in diesem Beispiel bereits aufgetreten:

e Wie definiert man die Ahnlichkeit von Fillen?
e Wann ist ein Abstand kleiner als ein anderer?

o Wie sieht die Klassifikationsregel aus?



FALLBASIERTES LERNEN BOOLESCHER FUNKTIONEN 16

Wir werden jetzt ein spezifisches Klassifikationsmodell definieren, indem wir uns
beziiglich dieser Parameter festlegen.

4.1 Satohs fallbasiertes Klassifikationsmodell

Das in der Folge definierte fallbasierte Klassifikationsmodell wurde von Ken Satoh!
in [Sat98] eingefiithrt und untersucht.

Die in diesem Abschnitt erzielten Resultate entstammen im Wesentlichen den Arbei-
ten [Sat98] und [SNOO], jedoch werden wir sdmtliche Beweise neu formulieren, was
auch gewisse Anderungen im Aussagengebiude hervorruft. Insbesondere soll hier die
Aufmerksamkeit auf den kardinalitétsbezogenen Ansatz aus Occams Razor (Satz 8)
zum Beweis der PAC-Lernbarkeit gelenkt werden. Wir werden den Lernalgorithmus
aus [SNOO] daher entsprechend anpassen.

4.1.1 Spezifikation

Wir werden als Objektraum X die Menge {0, 1}" verwenden, und uns somit auf das
Erlernen n-stelliger boolescher Funktionen konzentrieren.

Definition 10 [Sat98] Einen n-stelligen Binérvektor nennen wir Fall. Fiir zwei
Fiélle ¢1,co € {0,1}" definieren wir die Abstandsfunktion d: {0,1}" x {0,1}" —
{0,1}" als das bitweise XOR zwischen den Instanzen. Der Abstand beziehungsweise
die Distanz d(ci1,c2) von ¢; und ¢y bestimmt sich damit wie folgt:

d(cr,eo)i] == alil®efi] ;3 1<i<n.

Weiterhin definieren wir die Relation < als Teilmenge von {0,1}" x {0,1}" durch
das bitweise <:

d(ci,c2) = dles,cq) <= Vie{l,2...,n}: d(c1,c2)[i] < d(es,cq)li].

Damit erbt < auch die Eigenschaften Reflexivitit, Antisymmetrie und Transiti-
vitdt von < und verleiht der betrachteten Menge {0,1}" als Halbordnung Struktur.
Dariiber hinaus stellt ({0,1}" , <) nicht nur eine quasi-geordnete Menge dar, sondern
es existiert fiir jeder Untermenge von {0, 1}" stets ein Supremum sowie ein Infimum
(vergleiche Abbildung 4.1.1):

Ken Satoh ist gegenwiirtig Professor an der Foundations of Information Research Division des
National Institute of Informatics in Tokyo.
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0000
1000 0100 0010 0001
1100 1010 0110 1001 0101 0011
1110 1101 1011 0111
1111

Abbildung 2 Der Verband ({O, 1}47 j) als Graph dargestellt. Die Pfeile zeigen dabei stets vom
kleineren auf das grofiere Element. Das Supremum der Bindrvektoren 0110 und 0001 ist der “klein-
ste” gemeinsame Nachfahre, also 0111, und das Infimum mit 0000 der “gréfite” gemeinsame Vorfahre

im abgebildeten Graphen.

Bemerkung 11 Die Struktur ({0,1}", <) bildet einen vollstindigen Verband. Sei
X eine beliebige Teilmenge von {0,1}", und bezeichne A das bitweise AND sowie V
das bitweise OR zweier Binédrvektoren, dann gilt:

inf(X) := /\ x ; sup(X):= \/ x.

zeX zeX

Nun macht es im Allgemeinen wenig Sinn, zu fragen, ob ein Fall “kleiner” als ein
anderer ist. Vielmehr verwenden wir die Halbordnungsrelation < {iber Abstéinden
von Fillen, die ebenfalls in {0,1}" liegen.

Definition 12 Fliir zwei gegebene Fille c¢1,co € {0,1}" definieren wir die Menge
Uler,ez) C{0,1}" wie folgt:

U(ct,co) :={c€{0,1}" | d(c1,¢) 2 d(c1,co)}.

(U(c1,¢2), %) ist damit wiederum ein Verband. Falls ¢ € U(cq, c2) gilt, sagen wir, ¢
befindet sich im Unterverband zwischen c¢q1 und cs.

Um zu iiberpriifen, ob sich ein Fall ¢ zwischen ¢; und ¢y befindet, bilden wir U(cy, ¢2)
bijektiv auf den Verband zwischen d(c1,c1) (also 0™) und d(c1, c2) ab. Somit werden
nicht Félle sondern Fallabstédnde verglichen, und eine sinnvolle Verwendung der Re-
lation =< ist moglich.
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Cok
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1100 1010 0110 1001 0101 0011
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1111
Positivfall aus CBy Negativfall aus CB_
Fall aus fcp Fall aus fqp

Abbildung 3 Beispiel zur Klassifikation anhand einer Fallbasis mit einem Positivbeispiel c,g. Die
eingezeichneten Binircodes bezeichen den Abstand d zu ¢,p. Der Negativfall, dessen Abstand zu

Cok 1101 betragt, wird offenbar von den anderen beiden Negativfillen abgedeckt.

Um in der Folge anschaulicher formulieren zu konnen, definieren wir den Begriff des
Abdeckens (siehe auch Abbildung 4.1.1):

Definition 13 Seien c, ¢y, co Fille aus {0,1}". Falls ¢ € U(cy, ¢2), so sagen wir, c2
wird von c beziiglich c¢; abgedeckt.

Zur Klassifikation neuer Félle wird eine wie auch immer erzeugte Basis von Re-
ferenzfillen benotigt. Wir nehmen eine Fallbasis als ein Tupel zweier disjunkter
Mengen von positiven beziehungsweise negativen Féllen an:

Definition 14 [Sat98] Wir definieren eine Fallbasis CB als ein Tupel (CB+,CB_),
wobei wir CBy C {0,1}" als positive Fallbasis und CB_ C {0,1}" als negative
Fallbasis bezeichnen. Dabei gelte stets CBy N CB_ = ().

Einer solchen Fallbasis ordnen wir eine Klassifikatorfunktion fop in der folgenden
Weise zu:
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Definition 15 [Sat98] Sei mit CB = (CB.,CB_) eine Fallbasis gegeben, dann ist
die boolesche Funktion fcp definiert durch

fep ={c€{0,1}" | 3cop € CB4 : Veng € CB_ : g & Ulcor, €) }-

Wir sagen, CB wird von fcp représentiert.

Mit anderen Worten: ein Fall ¢ wird genau dann positiv klassifiziert, wenn kein Ne-
gativbeispiel aus CB_ existiert, welches ¢ beziiglich ¢, abdeckt (Abbildung 4.1.1).
Dabei ist die vorgestellte Funktionsdefinition als zusammengehtrig mit der vor-
hergehenden Festlegung der Abstandsfunktion sowie der Halbordnung =< aus De-
finition 10 anzusehen, da diese entscheidend sind fiir die Beantwortung der Frage

ng ¢ Ul(cor, €).

Die in der folgenden Bemerkung dargelegten, natiirlich anmutenden Eigenschaften
belegen den Sinn der obigen Klassifikationsregel.

Bemerkung 16 Gegeben sei eine Fallbasis CB = (CBy,CB_). Seien c,, € CBy,
cng € CB_, cy ¢ CB_ und c_ ¢ CB,. Félle, dann gelten folgende Figenschaften:

(a) Cok € fifem}.0B-) N Cng & J(CBL fengh)-
Jeder Fall aus CBy oder CB_ klassifiziert sich selbst geméfl der Fallbasis, in
der er enthalten ist.

(b) feB € fieBiutesy, cBy N feB € fioBy, CB_\{cng})-
Fiigt man einen Fall zu CB, hinzu oder entfernt einen aus CB_, so werden
dadurch keine zuvor positiv klassifizierten Félle nun negativ klassifiziert.

(c) fieBs, cB_uge_ty € foB N fieBi\{eng), cB_) € foB-
Fiigt man einen Fall zu CB_ hinzu oder entfernt einen aus CB, so werden
dadurch keine zuvor negativ klassifizierten Félle nun positiv klassifiziert.

4.1.2 Reprisentierbarkeit

Unser Fernziel ist es, mit Hilfe satohscher Fallbasen boolesche Funktionen zu erler-
nen. Dafiir miissen wir zunéchst herleiten, wie eine boolesche Funktion tiberhaupt
von einer solchen Fallbasis représentiert werden kann. Weiterhin werden wir un-
tersuchen, fiir welche Funktionsklassen eine Représentation jeder darin enthaltenen
Funktion moglich ist, ohne dass ineffizient viele Félle dazu benttigt werden.

Mit Bemerkung 16 wiirde eine n-stellige boolesche Funktion f von der trivialen Fall-
basis CB := < Lf > korrekt représentiert. Eine Fallbasis der Grofle 2™ ist jedoch nicht
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erwiinscht, sie wire damit nichts anderes als eine Wertetabelle zu f. Untersuchen wir
daher zun#chst, mit wievielen positiven Referenzfillen sich eine boolesche Funktion
reprasentieren lidsst. Das folgende Lemma beantwortet diese Frage konstruktiv:

Lemma 17 [Sat98] Sei F' eine DNF' zu einer booleschen Funktion f. Sei CB, eine
Menge von Fillen aus f, so dass jedes Monom aus F' von genau einem Fall c,;, aus
CB erfiillt werde. Dann gilt

[= f<CB+,?>‘

Beweis: Sei CB := (CBj, f). Mit Bemerkung 16(a) klassifiziert sich jeder Fall aus
f selbst negativ. Damit gilt f C ?<CB+ 7)-

Es bleibt zu zeigen, dass aus ¢4 € f folgt: ¢ € fop. Zu jedem cy aus f existiert
nach Voraussetzung ein Fall ¢,;, in CB,, welcher dasselbe Monom M; wie ci in F
erfiillt. Damit erfiillt auch der Unterverband U (c,, ¢+ ) komplett dieses Monom M;;,
denn alle in M; vorkommenden Attribute miissen offenbar sowohl in ¢, als auch in
c+ gleich belegt sein. Folglich erfiillt auch jeder Fall aus U(cok, c4) das Monom M;
und es kann kein Negativfall aus f darin liegen, der c.. beziiglich c,;, abdeckt. Damit
muss c4 in fcp liegen.

¢

Damit haben wir eine einfache Konstruktionsmethode fiir eine positive Fallbasis,
jedoch ist die zugehorige negative Fallbasis, die aus ganz f besteht, noch nicht
akzeptabel. Es wire wiinschenswert, auch diese Menge auf einige Reprisentanten
zu reduzieren. Um dies zu bewerkstelligen, werden wir zunichst den Begriff der
néchsten Nachbarn einer Instanz in einer Fallmenge benotigen:

Definition 18 [Sat98] Gegeben seien eine Fallmenge S C {0,1}" und ein Fall ¢ €
{0,1}"\S. Die ndchsten Nachbarn von c in S, geschrieben NN(¢,S), sind wie
folgt definiert:

NN (C, S) = {C/ es | d e f({c},S\{c’})} .

In Abbildung 4.1.1 sind die néchsten Nachbarn von ¢, in der Menge der einge-
zeichneten Negativfille diejenigen, die keinen negativen Vorgénger besitzen, also die
Negativfille mit Abstand 0101 beziehungsweise 1000 zu c.;. Es gilt nun die folgende
Eigenschaft:
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Lemma 19 Betrachten wir eine Fallmenge S C {0,1}" und einen Fallc € {0,1}"\S.
Fiir jedes ¢; € S existiert ein ¢ in NN (¢, S), das ¢; beziiglich ¢ abdeckt, welches
also in U (c, c¢1) enthalten ist.

Beweis: Ist ¢; selbst in NN (¢, .5), so ist die Bedingung natiirlich fiir ¢ := ¢; erfiillt.
Sei also ¢; € NN (¢, S). Das gilt genau dann, wenn

c1 € figey, s\{er}),

was dquivalent dazu ist, dass es ein ¢y in S gibt, fiir das
d(c,co) < d(c,cq)

gilt. Entweder ist c2 nun selbst in NN (¢, S), dann wire das Gesuchte ¢’ gleich co
und wir wéren fertig, oder ¢y wird wiederum von einem anderen Negativfall c3
abgedeckt. Genau dieselbe Betrachtung ist nun fiir diesen Fall durchzufiithren. Aus
der Antisymmetrie von < und der Endlichkeit von S als Teilmenge von {0, 1}" folgt,
dass diese Kette endlich ist. Damit wird man irgendwann auf einen Fall ¢; treffen,
welcher von keinem anderen abgedeckt wird, und der folglich in NN (¢, S) liegt. Mit

d(c,cp) 2 ... =d(c,c3) < d(c,c) < d(c,cr)
und der Transitivitdt von =< folgt d(c,c;) < d(c,c1). Da ¢, € NN (¢, S), haben wir

damit unser ¢’ gefunden.

¢

Die Nachste-Nachbarn-Operation wird im folgenden Verfahren Verwendung finden,
das aus einer negativen Fallbasis alle nicht benotigten Félle aussortiert ohne die
reprisentierte Funktion zu veréndern.

Satz 20 [Sat98] Gegeben sei eine Fallbasis CB = (CB4,CB_). Dann gilt

fep = f<oB+, Ue,pecn, NN(cOk,CB_)>.

Beweis: Sei CB' := (CB,,CB’ ) mit

CB = |J NN(co,CB-).
CokECB+

Betrachten wir einen beliebigen Fall ¢,y aus CB_, der in CB’_ nicht mehr vertreten
ist. In Lemma 19 hatten wir gezeigt, dass fiir jedes c,r aus CB, ein Fall in CB’”
existieren muss, welcher ¢, beziiglich ¢, abdeckt. Somit ist dieser Fall in CB”
iiberfliissig; er grenzt nicht an einen positiven Bereich. Da CB’ eine Untermenge
von CB_ ist, galt dies bereits in CB_. Das Entfernen eines solchen Falles beeinflusst
folglich die représentierte Funktion nicht.

¢
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Mit diesem Satz koénnten wir nun auch die negative Fallbasis aus Lemma 17 konsi-
stenzerhaltend reduzieren. Doch kann man das Ausmafl der Reduktion quantifizie-
ren? Das folgende Lemma beschreibt eine wichtige Eigenschaft dieses Modells und
liefert die Basis fiir eine positive Antwort auf diese Frage.

Lemma 21 Sei mit f eine boolesche Funktion gegeben, und bezeichne F eine
DNF-Représentation von f. Sei weiterhin c, ein beliebiger Fall aus f, dann wird
kein Monom aus F von mehr als einem Fall aus NN (c+,f) erfiillt. Damit gilt
INN (¢, f)| < |F| und insbesondere

INN (e, F)| < [CNBuin(f)]-

Beweis: Wir zeigen, dass fiir ein beliebiges Monom M aus F genau ein erfiillender
Fall ¢ existiert, welcher das komplette Monom beziiglich ¢4 abdeckt. Diesen Fall ¢
konstruieren wir wie folgt: Wir setzen zunéchst ¢ := ¢4, und iiberschreiben danach
alle fiilr M relevanten Attribute so, dass ¢ das Monom M erfiillt. Folglich hat der
Abstand d von ¢ zu ¢y hochstens in den fiir M relevanten Attributen den Wert 1.
Da jeder andere M erfiillende Fall ¢ an diesen Stellen genauso belegt ist, muss

d(ct,c) 2 d(cy, )

sein, das heifit, ¢ wird von ¢ beziiglich ¢, abgedeckt. Folglich kann kein solches ¢/

in NN(cy, f) sein.

Damit kann NN(cy, f) als einzigen M erfiillenden Fall lediglich den von uns kon-
struierten Fall ¢ enthalten. Folglich ist die Kardinalitit von NN(cy, f) durch die
Anzahl der Monome in F beschriinkt. Da [NN(cy, f)| jedoch offenbar nicht von ei-
nem speziellen F' abhingt, kénnen wir fiir F' eine solche DNF-Reprisentation von

f annehmen, die sich aus der Negation einer minimalen CNF zu f ergibt.

Es gilt also: _
NN (e, )| < [CNFwin(£)].

¢

Wir werden die Gréf3e einer Fallbasis CB = (CBy,CB_) in der Folge mit |CB)|

bezeichnen, und meinen damit die Summe von |CB4| und |CB_|.

Definition 22 [Sat98] Sei F,, eine Klasse n-stelliger boolescher Funktionen und
es sei F := |J e Fn- Falls es ein Polynom p gibt, so dass fiir jedes n € IN und
f € F, eine Fallbasis CB mit fcp = f und |CB| < p(n) existiert, so nennen wir F
polynomiell repréisentierbar.
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Der folgende Satz liefert eine Obergrenze fiir die Représentierbarkeit boolescher
Funktionen.

Satz 23 [Sat98] Sei f eine boolesche Funktion. Dann existiert eine f représentie-
rende Fallbasis CB = (CB4,CB_), die nicht mehr als

‘CB’ < ’DNFmin(f)‘ ’ (1 + ’CNFm1n<f)D
Fiélle enthélt. Insbesondere gilt
|CB¢| < [DNFuin(f)|  und  [CB_| < [DNFin(f)| - |CNFin(f)]-

Beweis: Mit Hilfe von Lemma 17 erzeugen wir aus einer minimalen DNF' zu f
eine f reprisentierende Fallbasis <C’B+, f> Diese besteht nach Konstruktion aus
hochstens | DNFyin (f)| Féllen, es ist also

‘CB-F‘ < ‘DNlen(f)’

Nun setzen wir CB_ := UcokeCBJr NN(cok, f)- Laut Satz 20 gilt ficp, cB_) = f<CB+’?>,
und damit ist auch

fieB,,cBoy =T
Nach Lemma 21 besitzt NN(cor, CB-) fiir jedes ¢, aus CBy maximal |CNF i, (f)]
Félle. Mit |CBL| < |DNFnin(f)]| gilt fiir CB_ insgesamt:

Aus dem vorhergehenden Satz lésst sich sofort folgern:

Bemerkung 24 [Sat98| Sei p ein Polynom und n eine natiirliche Zahl, und sei Fh
die Klasse n-stelliger boolescher Funktionen, fiir die gilt:

f € Fy <= [DNFun(f)| < p(n) A |ONFuin(f)] < p(n).

Dann ist P := J, e FP polynomiell repréisentierbar.

Offenbar erhalten wir damit bereits eine obere Schranke fiir die effizient erlernbaren
Klassen: Was sich nicht effizient darstellen ldsst konnen wir auch nicht effizient er-
lernen.

Es gibt einige interessante Klassen, die polynomiell reprasentierbar sind. Dazu zéhlt
bespielsweise die Menge aller k-Term-DNF', da es zu jeder n-stelligen Funktion, die
eine k-Term-DNFE besitzt, eine dquivalente CNF mit hochstens n* Klauseln gibt.
Dies gilt natiirlich analog fiir die Menge aller k-Term-CNF'.
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4.1.3 Eigenschaften von Fallbasen

Haben wir uns bisher auf die Konstruktion einer Fallbasis zu einer gegebenen boo-
leschen Funktion konzentriert, so werden wir im Folgenden die Eigenschaften einer
gegebenen Fallbasis beziehungsweise der von ihr représentierten Funktion untersu-
chen.

Wir werden den Begriff einer kritischen Fallbasis einfithren. Bei einer solchen Fallba-
sis bewirkt jede Entnahme von Fillen eine Anderung der reprisentierten Funktion:

Definition 25 [SN00| Eine Fallbasis CB = (CBy,CB_) heifit kritisch, falls fiir
jedes CB' = (CB!.,CB’) mit CB/, C CB, CB". C CB_ und CB' # CB gilt:

fepr # foB-

Definition 26 [SNO0O] Sei eine Fallbasis CB = (CB,CB_) gegeben.

e Die negative Fallbasis CB_ heifit minimal beziiglich CB_, und f, falls kein
CB'. ¢ CB_ existiert mit

f(CB+,CB/_> = feB-

e Die positive Fallbasis CB. heifit minimal beziiglich f, falls kein CB!. C CB
existiert, so dass fiir irgendein CB’_ gilt

f(CBjr,CB’_> = fCB-

Die in Abbildung 4.1.1 eingezeichnete negative Fallbasis ist offenbar nicht minimal,
man koénnte den Fall 1101 entfernen, ohne dass sich die reprisentierte Funktion
andert.

Es fillt auf, dass die beiden Definitionen fiir Minimalitdt nicht vollig symmetrisch
sind. Das liegt daran, dass das Entfernen eines Positivfalles aus CB; durchaus Aus-
wirkungen auf fop haben kann, obwohl dieser Fall auch ohne eigenes Auftreten in
CB bereits positiv klassifiziert wiirde.

In Abbildung 4.1.1 kénnte man beispielsweise zusétzlich den Fall 0110 in CBy
einfligen, wodurch die reprasentierte Funktion tatséichlich verdandert wiirde. So wiir-
den unter anderem die Félle 0111 und 1110 auf einmal positiv klassifiziert (um die
urspriingliche Funktion zu erhalten, wire eine Anpassung von CB_ notwendig). Aus
diesem Grund wird fiir die Minimalitéat der positiven Fallbasis gefordert, dass keine
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negative Fallbasis existiert, bei der nach dem Entfernen von Positivféllen aus CB4
die reprisentierte Funktion erhalten bleibt.

Wir haben soeben festgestellt, dass das Hinzufiigen von bereits korrekt klassifizierten
Fallen nicht unbedingt ein harmloser Vorgang sein muss. Die hier nicht gegebene
Eigenschaft, dass die reprisentierte Funktion diesbeziiglich invariant ist, nennt man
Stabilitét.

Definition 27 [GL96] Eine Fallbasis CB = (CBy,CB_) heifit stabil, falls fiir be-
liebige Mengen P C fcp und N C fop gilt:

JeB, uPcB_ UN) = fcB-

Wie schon obiges Beispiel vermuten lésst, sind Fallbasen im satohschen Modell im
Allgemeinen nicht stabil.

Jetzt wollen wir uns wieder dem Begriff der kritischen Fallbasis widmen. Das folgende
Lemma liefert die naheliegende hinreichende Bedingung fiir eine solche kritische
Fallbasis:

Lemma 28 Sei eine Fallbasis CB = (CB4,CB_) gegeben. Falls CB; minimal ist
beziiglich fcp, und CB_ minimal ist beziiglich fcp und CB.y, dann ist CB kritisch.

Beweis: Wir nehmen an, CB sei nicht kritisch. Demnach existiert eine Fallbasis
CB' fiir welche CB!, C CB,, CB’. C CB_ und CB’' # CB gilt, und die dennoch
fCB/ = fCB erfiillt.

Nach Voraussetzung ist CB4 minimal beziiglich fop. Damit existiert zu keinem
CB!, C CBj eine negative Fallbasis CB, so dass CB' := (CB/,,CB’) die ur-
spriingliche Funktion fop représentiert. Dies gilt natiirlich auch dann, wenn wir
CB’_ als Teilmenge von CB_ voraussetzen. Damit muss CB/. = CBy gelten, und
mit CB’ # CB folgt CB” C CB_. Die Existenz eines solchen CB’_ ist jedoch durch
die Minimalitdt von CB_ ausgeschlossen. Offenbar war unsere Annahme falsch, CB
ist tatséchlich kritisch.

¢

Um zu zeigen, dass eine Fallbasis kritisch ist, kann man sich also auf den Nachweis der
Minimalitét der positiven und negativen Fallbasis beschrénken. Wir geben zunéchst
ein hinreichendes Kriterium fiir die Minimalitét von CB4 an:
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Lemma 29 Gegeben sei eine Fallbasis CB = (CBy,CB_). Wird kein Monom einer
beliebigen DNF' zu fcp von mehr als einem Fall aus CBy. erfiillt, so ist CBy minimal
beziiglich fop.

Beweis: Angenommen, CB, ist nicht minimal beziiglich fop, dann existiert eine
echte Teilmenge CB/, von CB, zu der es eine negative Fallbasis CB’_ gibt, so dass
fob=f (cB!, cB) gilt. Dafiir miisste folglich mindestens ein Fall cgk aus CB, ent-

fernt werden. Wir zeigen, dass ein solcher Fall cgk von keinem verbliebenen Fall aus
CB!, positiv klassifiziert werden kann, wenn die reprisentierte Funktion unveréndert
bleiben soll.

Betrachten wir zu einem beliebigen ¢/, aus CB’, den Unterverband U(c,,, %, ). Ein
solcher Unterverband enthiilt alle Fille aus {0, 1}", deren Werte in allen Attributen
denjenigen von ¢, entsprechen, in denen dieser Fall mit cgk iibereinstimmt. Damit
entspricht ein solcher Unterverband einem Monom in diesen Attributen. Dieses kann
jedoch laut Voraussetzung nicht komplett in fcp enthalten sein, denn mit ¢/, und
Cgk wiirden zwei Félle dieses Monom erfiillen. Damit existiert ein negativer Fall

c— € fep in diesem Unterverband U(c),, cY, ), es gilt also
d(Ccop, ) = d(cops Cor)- (1)

Da c_ von fop negativ klassifiziert wurde, ist es entweder selbst in CB. vertreten,
oder es gibt zu jedem Fall aus CB, einen aus CB_, welcher c¢_ beziiglich diesem
abdeckt. Da fop gleich f (cB!, B ) sein soll, muss c_ auch beziiglich ¢/, durch einen

Fall ¢}, aus CB_ abgedeckt bleiben. Folglich gilt ¢, € U(c—,¢};) und damit

d(c;k., cizg) = d(cglw C_). (2)

Mit (2), (1) und der Transitivitit von < gilt d(c[,, c;,,) = d(c}y, cor). Damit existiert
fiir unser cop, aus CB1\CB!, zu jedem ¢, aus CB', ein solches ¢;,;, und damit kann

cor fiir kein CB” in f<CB, B ) sein. Damit war CB_ offenbar bereits minimal.
+’ —

¢

Eine wichtige Eigenschaft des Modells stellt das folgende Lemma vor.

Lemma 30 Gegeben sei eine Fallbasis CB = (CB4+,CB_) sowie ein Konzept f C
{0,1}" mit CBy C f und CB_ C f. Sei auflerdem F eine beliebige disjunktive
Normalform zu f.

Falls das Entfernen eines Falles ¢, aus CB, dazu fiihrt, dass dieser daraufhin negativ
klassifiziert wird, so erfiillt c,, mindestens ein Monom aus F', welches von keinem
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anderen in CBy befindlichen Fall erfiillt wurde.
Falls das fiir jedes co aus CBy der Fall ist, gilt somit |CB4.| < |DNFpyin(f)]-

Beweis: Fiir jedes i aus 1,2,...,|F| sei M; ein Monom iiber {0,1}". Sei M; V

MV ...V M die fcp reprisentierende Formel F. Betrachten wir nun einen Fall

ok € CB4 und definieren CB, := CB{\{c,}. Es gelte nun ¢, & f<CB’ cB_)- Wegen
B

CB4 C f erfiillt ¢, mindestens ein Monom M; aus F.

Wir nehmen nun an, dass es einen Fall ¢/, in CB/_ gibt, der ebenfalls das Mo-
nom M; erfiillt. Da ¢, und ¢, dasselbe Monom M erfiillen, unterscheiden sie sich
offenbar nicht in den Attributen, die in M; vorkommen. Weiterhin wird laut Voraus-
setzung jeder der Félle negativ klassifiziert, sobald er aus CB entfernt wird. Damit
muss ein ¢,y € CB_ existieren, welches im Unterverband zwischen diesen Fillen, in
Ulcok, €,y.), liegt.

Da sich ¢, und c;k aber in allen in M; vorkommenden Attributen gleichen, kénnen
die Félle aus U(cok, ;) nur in den fiir M irrelevanten Attributen von cop, und ¢/, ab-
weichen. Somit erfiillt jedes Element aus U(cok, ¢,;.) dieses Monom M;. Genau in die-
sem Unterverband hatten wir jedoch die Existenz des Negativfalles ¢,, € CB_ C f
vorausgesetzt, und dieser darf sicherlich kein Monom aus F’ erfiillen.

Unsere Annahme muss folglich falsch gewesen sein, und ¢, erfiillt ein bis dato
unerfiilltes Monom. Ist dies fiir alle ¢, aus CB4 gegeben, so gilt damit fiir ei-
ne beliebige, f reprisentierende DNF F' die Aussage |CBy| < |F|, also auch fiir
F = DNFnin(f).

¢

Jetzt haben wir die Mittel zur Verfiigung, um eine hinreichende Bedingung fiir die
Minimalitét einer positiven Fallbasis herzuleiten, die im Allgemeinen einfacher zu
iiberpriifen ist als die in Lemma 30 vorgestellte. Es geniigt zu zeigen, dass jeder Fall
aus CB,y zu seiner eigenen positiven Klassifikation zwingend notwendig ist:

Satz 31 [SNOO] Gegeben sei eine Fallbasis CB = (CBy,CB_). Dann gilt:

Veor € CBy : Cok & fieBi\{eor),cB.) == OBy ist minimal beziiglich fcp.
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Beweis: Wenn wir in Lemma 30 fiir f die Funktion fop selbst einsetzen, folgt aus
der linken Seite der obigen Aussage, dass kein Monom einer beliebigen DNF' zu fcp
von zwei Fallen aus CB4 gleichzeitig erfiillt wird. Somit kénnen wir mit Lemma 29
folgern, dass CB4 minimal ist beziiglich fop.

¢

Falls also das Entfernen eines Falles ¢, aus CBy dazu fithrt, dass dieser darauf-
hin negativ klassifiziert wird, so ist CBy minimal beziiglich fcp. Es bleibt noch,
ein hinreichendes Kriterium fiir die Minimalitdt der negativen Fallbasis anzugeben.
Die folgende Aussage, mit der wir diesen Abschnitt abschlieflen werden, liefert ne-
ben einem solchen auch ein Verfahren, das aus einer negativen Fallbasis alle nicht
bendtigten Fille aussortiert; die Fallbasis wird gewissermaflen verlustfrei kompri-
miert.

Satz 32 [SNO0] Gegeben sei eine Fallbasis CB = (CB,CB_). Dann ist

CB' = U NN(cop, CB_)
CokECB+

minimal beziiglich CBy und fcp.
Beweis: Angenommen, CB’ wire nicht minimal, dann miisste man einen Fall
entfernen konnen, ohne dass die reprisentierte Funktion sich &ndert. Sei ¢,y ein

solcher Fall in CB’ . Damit existiert ein ¢, € CBy mit ¢y € NN(cop, CB_), es gilt
also nach Definition der néchsten Nachbarn, dass ¢, in f< {corr OB/ \{eng}) ist. Mit

cor € CB. folgt daraus unter Verwendung von Bemerkung 16(b):

Cng € f(CB+, CB' \{cng})"

Andererseits ist ¢,y ein Fall aus CB_ und damit nach Bemerkung 16(a) nicht in
fop enthalten. Nach unserer Annahme &ndert sich die reprisentierte Funktion nicht
durch ein Entfernen von ¢,4, also muss auch gelten:

Cng & f(CB+, OB’ \{cng})"

Offenbar widerspricht dies der oben hergeleiteten Aussage. Die getroffene Annahme
war folglich falsch und CB’ ist minimal beziiglich CBy und fcp.

¢
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4.2 Ein erster Lernalgorithmus

Wir wollen zunéchst einen einfachen, auf Satohs fallbasiertem Modell beruhenden
Lernalgorithmus vorstellen und analysieren. Dieser Algorithmus wird zunéichst als
negative Fallbasis CB_ alle negativen Trainingselemente verwenden. Dann wird er
nacheinander alle positiven Trainingsinstanzen betrachten und, falls sie von der ak-
tuellen Fallbasis negativ klassifiziert werden, zu CBy hinzufiigen. Zum Abschluss
entfernen wir dann noch iiberfliissige Fille aus der negativen Fallbasis, indem wir
nur die néchsten Nachbarn eines jeden Falles aus CBy darin belassen.

Wir werden nachweisen, dass die auf diese einfache Weise konstruierte Fallbasis
kritisch und konsistent mit den Trainingsdaten ist, und dass die Grofle der positiven
Fallbasis abhéingig von der Komplexitidt der Zielfunktion, also in diesem Fall der
Lénge ihrer Darstellung als DNF', nach oben beschrinkt werden kann.

Algorithmus 33 Es sei mit X := {0,1}" ein Objektraum und mit T := (T'y,T_)
eine Trainingsmenge tiber X gegeben.

1. CBy :=0; CB_:=T_;
2. FOR EACH cy € T DO
IF ¢, & fop THEN CB, := CB, U{cy};

3. CB_ =, ccn, NN(cor, CB_);

4. OUTPUT CB := (CB.,CB_);

Satz 34 Die in Algorithmus 33 konstruierte Fallbasis ist konsistent beziiglich T

Beweis: Wir betrachten zunichst die Félle aus T'y. Diese werden in Schritt 2
des Algorithmus nur zu CB4 hinzugefiigt, falls sie sonst selbst falsch, also negativ
klassifiziert wiirden. Damit werden sie direkt nach Ihrer Betrachtung auf jeden Fall
korrekt klassifiziert. In Schritt 2 werden gegebenenfalls weitere Fille zu CBy hin-
zugefiigt, und in Schritt 3 eventuell einige aus CB_ entfernt. Mit Eigenschaft (b)
aus Bemerkung 16 werden somit alle Félle aus 7'y von der resultierenden Fallbasis
positiv klassifiziert.
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Untersuchen wir die negativen Trainingsfille aus T_, so klassifizieren sich diese
geméf Bemerkung 16(a) selbst korrekterweise negativ. Da wir an CB_ in Schritt
2 keine Verdnderung vornehmen, gilt dies weiterhin. Schritt 3 ist nach Satz 20 eben-
falls konsistenzerhaltend.

¢

Satz 35 Sei CB = (CB4,CB_) die in Algorithmus 33 konstruierte Fallbasis. Dann
gilt:

(i) CBy ist minimal beziiglich fcp.
(ii) CB_ ist minimal beziiglich fcp und CB..

Die Fallbasis CB ist damit kritisch.

Beweis: Dank Satz 32 ist sofort klar, dass CB_ nach Schritt 3 minimal beziiglich
fep und CB. ist.

Betrachten wir nun CB,. Ein Fall aus Ty wurde in Schritt 2 nur dann zu CB4
hinzugefiigt, wenn er sonst negativ klassifiziert wiirde. Demnach ist ist die positive
Fallbasis CBy mit Satz 31 nach diesem Schritt minimal beziiglich fop. In Schritt
3 dndert sich CB, nicht, und auch die reprisentierte Funktion bleibt mit Satz 20
dieselbe. Da die Minimalitdt von CBy nur beziiglich fop gelten muss und damit
nicht direkt von CB_ abhingt, bleibt sie auch nach Schritt 3 erhalten.

¢

Mit diesem Satz konnen wir nun Folgendes fiir unseren einfachen Algorithmus zeigen:

Satz 36 Die von Algorithmus 33 konstruierte positive Fallbasis CB, enthélt maxi-
mal |DNFpin(ft)| viele Félle.

Beweis: Offenbar wurden in die resultierende Fallbasis nur Fille aus T' aufgenom-
men, es gilt also CBL C T4 C fyund CB_ CT_ C ?t. Ferner ist CB4 nach Satz 35
minimal, womit das Entfernen eines Falles ¢, aus CB sofort zur negativen Klassi-
fikation desselben fiihrt. Damit ist Lemma 30 auf CB anwendbar, und wir erhalten
die gewiinschte Aussage.

¢
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Damit ist es also mdoglich, die GroBe von CBy durch den Wert | DNFpin(ft)|, wel-
cher als ein Ma# fiir die “Schwierigkeit” der Zielfunktion interpretiert werden kann,
nach oben zu beschrinken. Kénnte man ein dhnliches Resultat fiir CB_ herleiten,
so hédtte man eine Aussage iiber die Grofie einer vollstdndigen Repréasentation von
fi im Hypothesenraum gewonnen.

Es kann jedoch fiir den vorgestellten Algorithmus 33 ungliicklicherweise nachgewie-
sen werden, dass die benttigte Fallanzahl einer negativen Fallbasis CB_ selbst fiir
eine einfache Zielfunktion exponentiell mit n wachsen kann?. Mehr noch, wir zei-
gen, dass fiir diese Funktion unter Annahme einer bestimmten Verteilung D aber
unabhéingig von der Beschaffenheit des Samples selbst, exponentiell viele Trainings-
beispiele erforderlich sind, um die Fehlerwahrscheinlichkeit der zu der von diesem
Algorithmus ausgegebenen Fallbasis repréisentierten Hypothese unter einen festen
Anteil € > 0 zu driicken.

Beispiel 37 Sei fiir eine natiirliche Zahl die Zielfunktion f; das Monom A} ¢;.
Damit gilt offenbar |DNF(f;)| = 1 und |CNF(f;)| = n. Jetzt nehmen wir an, die
Verteilung D sei so geartet, dass fiir einen Vektor c, der geméifi D gezogen wurde,
Pp(c=1") = 1/2 gelte. Weiterhin sei die verbliebene Wahrscheinlichkeit gleichver-
teilt auf den ( Ln% J) Elementen, die genau |n/2| Einsen enthalten.

Da jeder Negativiall offenbar gleich viele Bits Abstand zum einzigen Positiviall be-
sitzt, kann keiner der Negativfille einen anderen abdecken. Damit ist jeder Fall,
der in der Trainingsmenge vorkommt, auch in der resultierenden Fallbasis vertre-
ten, was bedeutet, dass diese bis zu (U;/l? J)’ also exponentiell in n viele Elemente
enthalten kann. Des Weiteren heifit dies aber auch, dass jeder dieser Fille ausschlief3-
lich sich selbst klassifiziert und keinerlei generalisierende Wirkung besitzt. Aufgrund
der zugrundeliegenden uniformen Verteilung auf diesen Féllen benétigt man folglich
ebenfalls exponentiell viele Félle, um eine Fehlerwahrscheinlichkeit garantieren zu
konnen, die geringer als ein gegebenes € > 0 ist. Damit kann Algorithmus 33 nach
Definition 7 kein effizienter PAC-Algorithmus sein.

In diesem Beispiel sind trotz einer eigentlich einfachen Zielfunktion weitgehend un-
abhiingig von der Beschaffenheit des Samples® inakzeptabel viele Trainingsfille not-
wendig, da die generalisierende Wirkung eines Negativfalles zu gering ist. Da wir
jedoch nach Satz 35 nachweislich die kleinsten Fallmengen ausgewéhlt haben, die

2Folglich kann der zu durchsuchende Hypothesenraum doppelt exponentiell in n viele Hypothe-
sen enthalten. Damit scheitert bereits hier der Versuch, mit Satz 8 zu beweisen, dass es sich bei
Algorithmus 33 um einen effizienten PAC-Algorithmus handelt. Den Nachweis, dass er kein solcher
ist, fithrt jedoch erst Beispiel 37.

3Lediglich der Fall 1" sollte vorkommen, dies ist aber angesichts seiner hohen Auftrittswahr-
scheinlichkeit keine einschrinkende Forderung.
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das Sample noch korrekt klassifizieren, kommen wir hier offenbar mit einer einfa-
chen Speicherung von Trainingselementen nicht weiter.

4.3 Lernalgorithmus nach Satoh und Nakagawa

Warum erreicht unser einfacher Algorithmus im Allgemeinen nicht die gewiinschte
Performance?

Wir bemerken, dass die klassifizierende Wirkung eines Negativfalles ¢,q aus CB_
gegeniiber einem bestimmten ¢, € CB; umso schlechter wird, je grofler dessen
Abstand zu dem positiven Bereich ist, der den von c,; abgedeckten Klauseln aus
DNF (f;) entspricht. In dem Beispiel aus Abbildung 4.3 kann der Algorithmus iiber
die weiflen und schraffierten Felder anhand der Trainingsdaten begriindete Aussagen
treffen. Fiir die grauen Felder jedoch existieren keinerlei Anhaltspunkte. Sie werden
gewissermaflen “auf gut Gliick” positiv klassifiziert.

Es liegt folglich nahe, ¢,y in Richtung von c,; zu verschieben, jedoch nicht so weit,
dass es in diesen Positivbereich fillt. Dessen Grenzen allerdings sind uns natiirlich
unbekannt, sonst gibe es ja nichts mehr zu lernen. Wie also iiberpriifen wir, ob wir
uns bereits im positiven Bereich befinden oder nicht?

Wenn man sich iiber eine Entscheidung im Unklaren ist, so bietet die typisch mensch-
liche Herangehensweise zwei Moglichkeiten:

1. Man versucht, die Entscheidung aufgrund von vorliegenden Indizien zu treffen.
2. Man fragt jemanden, der sich damit auskennt.

Ungliicklicherweise sind Indizien meist in zu geringer Menge und mit unzureichender
Aussagekraft gegeben, um mit Sicherheit eine korrekte Antwort ableiten zu kénnen.
Vielmehr lasst sich die Gesamtmenge aller moglichen Losungen im Normalfall mit
Hilfe dieser Anzeichen auf eine kleinere Untermenge, die der wahrscheinlichsten Hy-
pothesen, einschrinken, von denen eine einzelne schliellich zufillig ausgewéhlt wird.
Diese Methode hat den Vorteil, dass sie die Existenz einer Instanz, die unsere Frage
sicher beantworten kann, nicht voraussetzt. Jedoch ist die beschriebene Vorgehens-
weise meistens recht kompliziert zu realisieren und die Richtigkeit der “geratenen”
Hypothese bleibt unsicher.

Wir werden daher zundchst annehmen, wir hétten einen Fachmann zur Verfiigung,
der uns, um auf Beispiel 5 zuriickzukommen, die Frage beantworten kann, ob ein
bestimmter Generator mit einem bestimmten Motor verwendet werden kann. Je-
doch sei dieser nicht dafiir ausgebildet, allgemeine Kriterien fiir das Zusammenpas-
sen zweier solcher Teile zu definieren. Die Aufgabe des Findens dieser Bedingungen
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Cok

Fall aus T+ Fall aus T

Fall aus f; Fall aus f,

Positiv klassifizierter Fall, Korrektheit der Klassifikation unsicher

Abbildung 4 Die Klassifikationsliicke von Algorithmus 33

bleibt folglich dem Lernalgorithmus vorbehalten.

Diese Situation entspricht einem erweiterten Lernmodell, in dem ein Orakel (unser
Experte) zur Verfiigung steht, welches sogenannte Membership Queries beantworten
kann.

Definition 38 Gegeben sei ein Orakel w, welches fiir jedes ¢ € {0,1}" in konstanter
Zeit die Frage entscheiden kann, ob c in f; ist. Es gilt also w(c) = fi(c). Eine
entsprechende Anfrage an das Orakel nennen wir Membership Query.

Bisher hatten wir uns darauf verlassen, dass uns die Trainingsmenge als Informa-
tionsquelle ausreicht. Sie stellte uns die Funktionswerte der “wahrscheinlichsten”
Fille zur Verfiigung. In obigem Beispiel geniigt dies nicht, da wir sehr viele gleich-
wahrscheinliche Félle vorausgesetzt haben, wobei der Funktionswert eines Falles
modellbedingt keine Riickschliisse auf den eines anderen zulief3.

Wie bereits angedeutet, wire es hilfreich, die Negativfille moglichst direkt an den
positiven Bereich angrenzen zu lassen. Um dabei keine Fehler zu machen, benétigen
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wir in Beispiel 37 jedoch Funktionswerte an Stellen mit der Wahrscheinlichkeit 0,
also wiirden wir unendlich lange auf solch einen Fall in der Trainingsmenge warten.
Mit Hilfe von Membership Queries lassen sich die Werte solcher Félle dennoch mit
Sicherheit erfragen.

Indem wir Membership Queries zulassen, erweitern wir also das urspriingliche Mo-
dell aus Definition 7, das zwar gewissermaflen auch Anfragen an ein Orakel zulief,
welches jedoch nur fiir zufillig ausgewéihlte Instanzen den Funktionswert vorgab.
Deswegen werden wir, wenn wir von PAC-Lernbarkeit sprechen, diese Erweiterung
stets gesondert erwahnen.

So stellen Satoh und Nakagawa in [SNOO] einen eleganten Lernalgorithmus vor, der
tatsdchlich einen effizienten PAC-Algorithmus fiir eine interessante Funktionenklas-
se darstellt, wenn man eine bestimmte Anzahl von Membership Queries erlaubt.
Diesen wollen wir hier vorstellen.

Wie in Algorithmus 33 wird mit einer leeren positiven Fallbasis CBy sowie der Men-
ge negativer Trainingsfiille als negativer Fallbasis CB_ gestartet. Ebenfalls analog
zum einfachen Algorithmus wird anschlieflend jeder positive Trainingsfall nur dann
zu CB4 hinzugefiigt, falls er sonst negativ klassifiziert wiirde. Neu ist, dass hier die
vorhandenen Negativfille an die neue Situation angepasst werden, sobald dieser Fall
eintritt.

Wie bei einem positiv geladenes Teilchen lassen wir die Anziehungskraft des neu-
en Positivfalles in alle Richtungen auf die ihm am néchsten gelegenen Negativfille
wirken. Diese werden dadurch angezogen — das heifit, abweichende Bits werden an
die Werte des Positivfalles angeglichen — koénnen sich ihm aber nur soweit nihern,
wie sie sich in negativem Terrain befinden. Wiirden sie dieses irgendwann in allen
Dimensionen, in denen sie sich noch auf den positiven Fall zubewegen koénnen, ver-
lassen, so haben sie ihre Endposition erreicht und lagern sich dort an.

Um diese Situation fehlerfrei erkennen zu kénnen, muss sich der Algorithmus des
Hilfsmittels der Membership Queries bedienen, da positive und negative Bereiche von
der unbekannten Zielfunktion bestimmt sind. Die Aufgabe, einen einzelnen Negativ-
fall c_ an den positiven Fall ¢, heranzufiihren, wird von der Funktion generalize()
iibernommen:
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generalize(c_, cox)

FOR EACH j € x,,'(d(cok, c—)) DO BEGIN
¢ i=co @ xa({j})
IF w(cj) =0 THEN
RETURN generalize (c;, Cok)
END FOR
RETURN c_

Der so erzeugte Fall wird zu CB_ hinzugefiigt und deckt dabei den Ausgangsfall
c_ beziiglich c,; ab. Diese Eigenschaft begriindet sich darin, dass von c_ ausgehend
ausschliefllich “in Richtung” c.; gesucht wird. Das heifit, wir gleichen sukzessive die
Attributswerte von ¢_ an, die sich von denen in c¢,; unterscheiden. Wir konnen also
schreiben:

Bemerkung 39 Fiir zwei Fille c_ € f, und co € f; gilt:

c- € f({cok},{generalize(c,,cok)}>'

Jedoch diirfen wir den urspriinglichen Fall noch nicht aus CB_ entfernen, da er im
Allgemeinen auch zu anderen Positivfillen benachbart ist. Tritt diese Situation auf,
so wird derselbe Ausgangsfall also noch einmal bewegt, diesmal in Richtung des
anderen Positivfalles. Weiterhin ist zu beachten, dass durch das Hinzufiigen eines
Negativfalles als Ergebnis von generalize() ein zuvor betrachteter und nicht in CB
iibernommener Fall aus 77 plétzlich notwendig werden kann. Deshalb wird mit der
Anweisung GOTO 2 nach jedem Hinzufiigen eines Positivfalles und entsprechender
Bearbeitung von CB_ ganz Ty neu durchlaufen. Es wird dennoch kein Fall zweimal
zu CB; hinzugefiigt, da er sich ja gemifl Bermerkung 16(a) selbst positiv klassifi-
ziert. Folglich terminiert die Schleife. In Schritt 3 iibernehmen wir schlieBlich nur
noch diejenigen Félle in das finale CB_, welche aus generalize() entstanden sind.
Wir werden sehen, dass wir dadurch wie in Algorithmus 33 eine kritische Fallbasis
erhalten.

Der Lernalgorithmus, wie wir ihn gleich vorstellen werden, unterscheidet sich dufler-
lich recht stark von dem in [SNOO] abgebildeten Original, basiert aber auf derselben
Idee. Neben einigen kosmetischen Anderungen wurde vor allem eine Anpassung an
das hier verwendete PAC-Lernbarkeitsmodell durchgefiihrt, um eine diesbeziigliche
Bewertung des Algorithmus zu ermdoglichen.
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Cok

Fall aus T+ Fall aus T

Fall aus f; Fall aus f,

Von Alg. 33 filschlicherweise positiv klassifizierte Fille

Abbildung 5 Die Negativen Trainingsfélle werden durch generalize() in den grauen Bereich in

Richtung c¢,f geschoben, so dass jeder in einer von dessen “Spitzen” landet.

Algorithmus 40 [SN00] Es sei mit X := {0,1}" ein Objektraum und mit T :=
(T, T-) eine Trainingsmenge iiber X gegeben.

1. CBL:=0; CB_:=T_;

2. FOR EACH c; € T} DO
IF c; ¢ fop THEN BEGIN
Cok = C4;
CBy = CBy U{cor}s
ME* =, o generalize(c_, cok);
CB_ :=CB_ U M®*;
GOTO 2.;

END IF;

3 . CB_ = UCOkGCB+ MCOk s

4. QUTPUT CB := (CBy,CB_);
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Lemma 41 Algorithmus 40 terminiert immer. Seine Laufzeit verhilt sich polyno-
miell in [T, |T_| und n.

Beweis: Schritt 1 ist offenbar unkritisch.
Betrachten wir nun Schritt 2. Wir stellen fest:

(a) OBy ist eine Auswahl von Féllen aus 7'y und kann somit nicht mehr als |77 |
Félle beinhalten.

(b) CB_ kann maximal die Grofle (1 + |T4|) - |[T-| besitzen, da zu Beginn CB_ =
T_ gilt, und jedes M* offenbar hichstens |T_| Félle enthilt. Damit ist die
Fallbasisgrofie zu jeder Zeit polynomiell in |T_|, |7 | und n beschrinkt, und
folglich ist die Beantwortung der Frage c; ¢ fop unproblematisch.

(c) Die Ausfithrung von generalize() kann maximal O(n?) Schritte benétigen: Der
Abstand zweier Fille kann hochstens (1") sein. Innerhalb einer Inkarnation der
Funktion werden also maximal n Bits des Negativfalles ¢_ daraufhin iiberpriift,
ob sie negiert werden diirfen ohne dass ¢_ dadurch in den positiven Bereich
fallt. Generalize() wird nur dann neu aufgerufen, falls ein solches Bit gefunden
wurde. Da kein Bit zweimal “in Richtung c;” gedreht werden kann, kann ein
solcher rekursiver Aufruf insgesamt nur n-mal auftreten.

(d) Jede Anweisung im Schleifenrumpf wird insgesamt maximal |T';|?>-mal aus-
gefiithrt: Da jedes ¢4 aus T4 nur einmal falsch klassifiziert werden kann (da-
nach is es in CB; enthalten und klassifziert sich selbst korrekt), kann auch
nur einmal pro ¢y € Ty der GOTO-Sprung ausgefiihrt werden. Die Schleife,
die selbst maximal |77 | mal durchlaufen wird, wird damit héchstens |T';| mal
neu gestartet.

Somit benttigt auch Schritt 2 lediglich polynomielle Laufzeit in [T |, |7-| und n.
Da jede der Mengen M®* wie in (b) erwihnt nicht mehr als |T_| Fille enthalten
kann, gilt dies auch fiir Schritt 3.

¢

Satz 42 Die in Algorithmus 40 konstruierte Fallbasis ist konsistent beziiglich T

Beweis: Betrachten wir ein beliebiges ¢4 € T'y. Wenn ¢ selbst in CB4. ist, so ist es
natiirlich auch in fop. Sei also ¢y nicht in CB;. Wiirden wir wie in Algorithmus 33
lediglich eine Auswahl der mit Ty gegebenen Fille als CB_ iibernehmen, so kénn-
ten wir hier ganz analog argumentieren. Jedoch erarbeitet die Routine generalize()
Fille, die nicht in der Trainingsmenge vorkommen miissen. Somit ist es mdoglich,
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dass zuvor korrekt klassifizierte Positivfille durch diese neuen Instanzen von den sie
klassifizierenden Referenzfillen aus CB; abgeschnitten werden. Aus diesem Grund
wird jeder Fall aus Ty nach dem Hinzufiigen eines solchen neuen Falles zu CB_ neu
iiberpriift, und im Falle einer Fehlklassifikation zu CB, hinzugefiigt. In Schritt 3
wird die positive Fallbasis nicht angetastet und die negative allenfalls verkleinert.
Folglich gilt nach Beendigung des Algorithmus 7 C feop.

Untersuchen wir einen negativen Trainingsfall c_, so gilt mit Bemerkung 39, dass
jeder aus generalize(c_, co,) neu entstandene Negativfall seinen Ausgangsfall c_
beziiglich ¢, abdeckt. Da im Laufe des Algorithmus der betrachtete Fall ¢_ beziiglich
jedem c,; € CB, einmal generalisiert wird, muss er in fop liegen. Gem#f Satz 20
verdndert Schritt 3 die représentierte Funktion nicht. Folglich ist die konstruierte
Fallbasis konsistent beziiglich 7T

¢

Satz 43 Sei CB = (CB4,CB_) die in Algorithmus 40 konstruierte Fallbasis. Dann
gilt:

(i) CBy ist minimal beziiglich fcp.
(ii) CB_ ist minimal beziiglich fcp und CB..
Die Fallbasis CB ist damit kritisch.

Beweis: CB_ ist aufgrund von Schritt 3 mit Satz 32 minimal beziiglich fop und
CB4. Um zu zeigen, dass auch CB; minimal ist beziiglich fop werden wir erneut
Satz 31 verwenden. Es ist damit zu zeigen, dass jedes ¢, aus der positiven Fallbasis
negativ klassifiziert wird, falls es aus dieser entfernt wird.

Dies weisen wir mit vollstdndiger Induktion nach: Zu Beginn ist CB leer und daher
unproblematisch. Nehmen wir nun an, CB erfiille die besagte Eigenschaft zu Be-
ginn eines beliebigen Schleifendurchlaufs aus Schritt 2. Ein Fall aus T wird jetzt nur
dann zu CBy hinzugefiigt, wenn er sonst negativ klassifiziert wiirde. Das bedeutet
im Umkehrschluss, dass er keine der bereits in CB, vorhandenen Féille klassifizie-
ren kann. Damit bleibt jedes CB, notwendig zu seiner eigenen Klassifikation. Das
Hinzufiigen von Negativfillen zu CB_ mit generalize() dndert mit Bemerkung 16(c)
nichts an dieser Eigenschaft; sie gilt damit nach jedem Schleifendurchlauf.

Damit ist CB4 nach Schritt 2 minimal beziiglich fop. Wir kénnen nun analog zum
Beweis von Satz 35 argumentieren, dass die Minimalitdt von CBy durch Schritt 3
nicht aufgehoben werden kann, da sich lediglich CB_ und nicht fop &ndert.

¢
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Wir wollen an dieser Stelle eine Bemerkung iiber die Stabilitdt der Fallbasen ein-
schieben. Wie wir schon in Abschnitt 4.1.3 in der Einleitung zu Definition 27 nach-
gewiesen hatten, sind Fallbasen dieses Modells nicht notwendigerweise stabil. Wir
hatten gezeigt, dass man fiir CB; := {0000} und CB_ := {1000,0101} den Fall 0110
nicht zu CB hinzufiigen darf, ohne dass sich die représentierte Funktion fop dndert.

Eben diese Fallbasis ist aber auch das Ergebnis von Algorithmus 40, wenn die zu
lernende Zielfunktion f; = fop ist, die negative Trainingsmenge die Félle 1000 und
0101 enthalt, und das erste erhaltene Positivbeispiel der Fall 0000 ist.

Bemerkung 44 Die in Algorithmus 40 konstruierte Fallbasis ist im Allgemeinen
nicht stabil.

Dies ist jedoch nur eine Randbemerkung, unser eigentliches Interesse gilt der Suche
nach einer oberen Schranke fiir die Gréfle der negativen Fallbasis. Der folgende Satz
liefert diesbeziiglich die wesentliche Aussage.

Satz 45 Gegeben seien eine Fallbasis CB = (CB4,CB_) und eine boolesche Funk-
tion fi, deren Komplement f, eine DNF'-Représentation F besitzt. Es gelte CB. C f;
und CB_ C f, und fiir jedes cor, aus CBy. sei M =], . o5 generalize(c_, o).

Dann erfiillt jeder Fall ¢,y aus M * ein Monom aus der DNF' F, welches von keinem
anderen Fall aus M°* erfiillt wird. Insbesondere ist

’MEOk‘ < ‘CNme(ft)’ :

Beweis: Sei ¢, € CB_ und ¢,y € M. Angenommen ¢, erfiillt ein bestimmtes
Monom M aus F. Damit sind diejenigen Attribute, die fiir M relevant sind, ent-
sprechend belegt. Da ¢,y nach Definition von M“* aus Anwendung der Funktion
generalize() entstanden ist, wurden alle weiteren Attribute an die in ¢, angeglichen.
Somit kann pro ¢, und pro Monom von F nur ein Negativfall existieren und es gilt
[MEF| < |F.

Da aus jeder ONF F zu f; natiirlich eine DNF F zu f, derselben Gréfle konstruiert

werden kann, gilt obige Aussage auch, wenn F die Negation einer minimalen CNF
zu fi verkdrpert. Damit erhalten wir insgesamt |M*| < |CNEpin (ft)]-

¢
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Damit bietet Satohs Algorithmus einen groflen Vorteil gegeniiber der einfachen Va-
riante aus Abschnitt 4.2: Die Grofle der negativen Fallbasis lidsst sich anhand der
Komplexitéit einer CNF-Darstellung der Zielfunktion nach oben abschéitzen. Insge-
samt erhalten wir die folgende Aussage.

Satz 46 Jede von Algorithmus 40 beim Lernen einer booleschen Funktion f; kon-
struierte Fallbasis CB = (CB,CB_) besteht aus nicht mehr als

|CB| < [DNFin(fi)| - (1 + |CNFin (f2)])
vielen Féllen. Insbesondere gilt:

|CB | < [DNFin(ft)] und |CB_| < |DNFin(ft)| - |CNFmin(ft)]-

Beweis: Wie im Beweis zu Satz 43 ausgefithrt wurde, fithrt das Entfernen eines
beliebigen Falles aus CBy zu dessen Negativklassifikation. Da die konstruierte Fall-
basis nach Satz 42 konsistent mit den Trainingsdaten zur Zielfunktion f; ist, muss
CBy C fyund CB_ C f, gelten. Mit Lemma 30 folgt dann |CB.y| < |DNFin(f2)]-

Fiir CB_ folgt mit Satz 45, dass fiir jeden Fall ¢, aus CB, die Menge M“°* maximal
|CNFin(ft)| viele Elemente besitzen kann. Damit ist die GroBe von CB_ als die
Vereinigung aller M“* nach oben durch |DNFyin (fi)| - |[CNFin(f¢)| beschriinkt.

¢

Bemerkung 47 Um die Anzahl benétigter Membership Queries mdglichst klein zu
halten und ebenfalls durch eine Funktion in n,|DNF(f;)| und |CNF(f;)| nach oben
abzuschétzen, kénnen in Algorithmus 40 die beiden Zeilen

M =], ccp_generalize(c—, cor);
CB_ :=CB_ U M°*;

ersetzt werden durch

CB' = CB_;
FOR EACH c¢_ € CB” DO
IF c¢_ € NN(co, CB_) THEN BEGIN
MEe* .= M°* U {generalize (c_, cor) } ;
CB_ :=CB_ U M°%*;
END IF;
END FOR;
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wobei alle zuvor bewiesenen Eigenschaften der resultierenden Fallbasis erhalten blei-
ben. Der entscheidende Unterschied in der unteren Variante* besteht darin, dass
jeder generalisierte Fall einzeln zu CB_ hinzugefiigt wird. Auf diese Weise kann man
nach jedem solchen Schritt die nidchsten Nachbarn von c,; im aktuellen CB_ neu
bestimmen. Weil der generalisierte Fall, wie wir in Satz 45 erldutert haben, ein gan-
zes Monom aus einer DNF zu f, gegeniiber c,;, abdeckt, wird kein anderer dasselbe
Monom erfiillender Fall aus CB’_ in NN(co, CB_) sein. Somit wird verhindert, dass
generalize() iiberfliissigerweise fiir einen weiteren Fall desselben Monoms aufgeru-
fen wird. Pro hinzugefiigtem c,i, wird die Routine generalize() also nicht ofter als
benétigt ausgefiihrt, das heilt héchstens |CNFyin (f¢)|-mal.

Folglich é&ndert sich die maximale Anzahl benétigter Membership Queries von
|DNFyin(f)| - |T-| - n? in der alten Variante auf

|DNFinin(f1)] - |CNFin(f2)| - n®

in der neuen Version. Damit hdngt die Anzahl nur noch von der Zielfunktion selbst
ab und nicht mehr von der GréBe der Trainingsmenge.

Da wir mit Satz 46 nun eine obere Grenze fiir die Fallbasisgrofle zur Verfiigung
haben, konnen wir diese fiir die Anwendung von Occams Razor verwenden und
damit auf recht elegante Weise zeigen, dass Satohs Algorithmus ein effizienter PAC-
Algorithmus fiir polynomiell reprisentierbare Funktionsklassen ist, wenn man ei-
ne bestimmte Anzahl von Membership Queries zuldsst. Da solche Funktionsklas-
sen jedoch aufgrund der nicht zwangsldufig eingeschréinkten Eingabedimension un-
endlich grof§ sein koénnen, trifft dies auch auf die benétigte Hypothesenklasse zu.
Natiirlich kann aber die Stelligkeit einer Zielfunktion den Eingabeinstanzen ent-
nommen werden. Damit schriankt sich die Hypothesenklasse spédtestens nach dem
ersten Trainingsfall entsprechend ein. Somit kann man aus der PAC-Lernbarkeit je-
der auf n-stellige Funktionen eingeschrinkten Konzeptklasse F;, auch auf die von
F = Upen Fn schlieflen.

Definition 48 Sei eine natiirliche Zahl n und eine Funktion g : IN — IN gegeben.
Wir setzen

wobei Hj, als die Menge derjenigen booleschen Funktionen definiert sei, die sich von
Fallbasen iiber {0,1}" représentieren lassen, die maximal die GroBe g(n) besitzen.

Wir zeigen jetzt, dass jede polynomiell reprisentierbare Funktionenklasse auch effi-
zient von Algorithmus 40 erlernt werden kann.

“In der urspriinglichen Algorithmen-Definition wurde darauf aus Ubersichtlichkeitsgriinden ver-
zichtet.
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Satz 49 Fiir ein Polynom p und eine natiirliche Zahl n sei F} wie in Bemerkung
24 eine Klasse n-stelliger boolescher Funktionen, so dass fiir jedes f € Fk gilt:

|DNFiin(f)] < p(n) - und  [ONFuin(f)| < p(n)].

Erlaubt man die Durchfiihrung von bis zu (p(n))?n? Membership Queries zum Er-
lernen einer Funktion f € Fy, so ist die Klasse P = |J,, oy Fr, eflizient PAC-lernbar
unter Verwendung der Hypothesenklasse HP(11P).

Beweis: Wir werden mit Hilfe von Satz 9 zeigen, dass Algorithmus 40 ein effizienter
PAC-Algorithmus fiir jedes F7 ist, der nicht mehr als (p(n))?n? Membership Queries
verwendet. Dazu zeigen wir zunéchst, dass die Voraussetzungen fiir Occams Razor
(Satz 8) gegeben sind.

Nach Satz 42 ist jede konstruierte Fallbasis konsistent mit den Trainingsdaten.

Weiterhin ist die Polynomialitéit der Algorithmen-Laufzeit in der Objekt-Dimension
n und der Samplegrofie m sowie 1/e und 1/9 zu zeigen. Die Laufzeit war nach Lem-
ma 41 in der urspriinglichen Form des Algorithmus offenbar noch polynomiell in n,
m. Durch die Maflnahmen aus Bemerkung 47, die wir wegen der Forderung nach
maximal (p(n))?n? Membership Queries hier verwenden miissen, éndert sich die-
se Laufzeitabschéitzung. Jedoch ist die Menge NN(c,x, CB_) sicherlich in der Zeit
O(n - |CB_|?) bestimmbar. Somit #ndern die Modifikationen nichts an der Polyno-
mialitdt der Gesamtlaufzeit. Weiterhin bemerken wir, dass die Parameter 1/ und
1/6 die Laufzeit offenbar nicht direkt beeinflussen, und damit sind zunéchst alle
Voraussetzungen fiir die Anwendung von Occams Razor erfiillt.

Um zu zeigen, dass der Algorithmus auch ein effizienter PAC-Algorithmus ist, kénnen
wir nun Satz 9 verwenden, der besagt, dass zusétzlich zu den Voraussetzungen von
Occams Razor lediglich der Logarithmus der Gréfle der verwendeten Hypothesen-
klasse polynomiell in 1/¢, 1/ und n beschrénkt sein muss. Wir erinnern uns, dass
in diesem Fall die aus Occams Razor abgeleitete hinreichende Grofie m der Trai-
ningsmenge ebenfalls polynomiell in 1/e, 1/§ und n beschrinkt werden kann, und
wir damit eine in diesen Parametern polynomielle Obergrenze fiir die Gesamtlaufzeit
besitzen.

In Satz 46 hatten wir gezeigt, dass fiir jede erlernte Fallbasis |CB4.| < [DNFyin(ft)|
und CB_ < |DNFpin(ft)| - |CNFumin(ft)| gilt. Da sowohl |DNFnin(f)| als auch
|CNFin( f+)| nach Voraussetzung durch p(n) beschrénkt sind, liegt offenbar jede eine
solche Fallbasis repréisentierende Hypothese in der Menge Hﬁ(Hp ). Deren Kardina-
litét |’H$L(1+p )\ kann 2P(")(14P(") nicht iiberschreiten, und damit ist auch log |Hﬁ(1+p )|

offenbar polynomiell in n beschrinkt.

¢
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Dieses Resultat ist recht bemerkenswert, besagt es doch, dass eine boolesche Funk-
tion, deren Darstellung in DNF' beziehungsweise CNF nicht {iberméafig grof ist,
effizient unter Verwendung einer, komplexitétstheoretisch gesehen, akzeptablen An-
zahl von Membership Queries erlernt werden kann.



5 Komplexititsanalyse

Wie wir bereits zu Beginn des vorangehenden Abschnitts 4.3 festgestellt hatten, ist
die Verfiigharkeit eines Orakels (also im Allgemeinen eines Experten), welches zur
Beantwortung einer hinreichenden Anzahl von Anfragen zur Verfiigung steht, in der
Praxis auch aus wirtschaftlichen Griinden eher die Ausnahme.

Betrachen wir als Beispiel wieder die beiden Maschinenbauteilklassen Motor und
Generator mit n,, beziehungsweise ng, Attributen. Wir wollen entscheiden lassen, ob
zwel bestimmte Instanzen dieser Klassen prinzipiell zusammen verwendbar sind. Um
bindre Eingabedaten zu erhalten, gehen wir wie in Beispiel 5 davon aus, dass jedes
aus einem bestimmten Motor und Generator bestehende Tupel durch vollstéandigen
Attributsvergleich zu einem Binérvektor der Lange n = n,, - ngy wird.

Nehmen wir an, dass ein Motor als recht komplexes Bauteil in einer solchen Daten-
bank durch mindestens 20 und ein Generator etwa durch 10 Eckdaten représentiert
wird, so besitzt jeder Eingabevektor folglich n = 200 Binérstellen. Gehen wir nun
weiterhin davon aus, dass die Zielfunktion bespielsweise ein einfaches Monom in
zwei Variablen sei, so benétigen wir bereits bis zu [ DNFiin (f)| - |CNFiuin (f¢)] - n? =
1-2-4000 = 8000 Membership Queries. Und das nur, um den Zusammenhang zwi-
schen zweien von vielen tausend Klassen zu erlernen!

Auch wenn man sicherlich die Attributsanzahl durch geschicktere Konstruktion
bindrwertiger Attributsvektoren noch verringern kann, so wére der Aufwand bei
der Erstellung dieser Beziehungen doch unwirtschaftlich grof3. Erschwerend kommt
hinzu, dass eine solche Datenbank sicherlich nicht statisch ist, und das Hinzufiigen
von Teilen oder Klassen eine Aktualisierung beziehungsweise Neuerkennung von Zu-
sammenhéngen erfordert.

Zwangslaufig stellt sich die Frage, wie weit man in diesem Modell ohne Membership
Queries kommt. Lésst sich die Fallbasis auch auf andere Weise in ausreichendem Maf}
konsistenzerhaltend komprimieren, so dass wir erneut etwa mit Occams Razor die
Existenz eines effizienten PAC-Algorithmus nachweisen kénnen? Wiére es ndmlich
moglich, aus dem Ergebnis unseres einfachen Lernalgorithmus die kleinstmégliche
negative Fallbasis zu berechnen, die immer noch konsistent mit den zugrundelie-
genden Trainingsdaten ist, so wére diese offenbar nicht grofler als jede wirklich f;
reprisentierende Fallbasis, die ja ebenfalls mit der Trainingsmenge konsistent sein
muss.
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Mit Satz 23 existiert fiir jede boolesche Funktion f eine diese représentierende Fall-
basis der Grofe | DNFiin(f)|- (1 + |CNFuyin(f)|). Konnten wir also die negative Fall-
basis effizient minimieren, so wére ein Nachweis der PAC-Lernbarkeit analog zu Satz
49 moglich, ohne dabei auf die Verwendung von Membership Queries hinweisen zu
miissen.

Dabei wiirde auch eine ausreichend gute Approximation des Minimums geniigen:
Nehmen wir einmal an, es existierte ein v > 0, so dass man, ausgehend von einer
héchstens m Trainingsbeispiele umfassenden negativen Fallbasis, eine kleinste nega-
tive Fallbasis in polynomieller Zeit bis auf einen Faktor m!'~" konsistenzerhaltend
approximieren konnte. Sei zu einer beliebigen n-stelligen Zielfunktion f; aus der
betrachteten Konzeptklasse eine obere Schranke fiir | DNFnin(f;)| und |CNFyin(ft)|
durch den Wert p(n) eines Polynoms p gegeben.

Ergéanzen wir nun den einfachen Algorithmus aus Abschnitt 4.2 um eine abschliefen-
de, die Konsistenz mit den Trainingsdaten erhaltende “Kompression” der negativen
Fallbasis durch einen Approximationsalgorithmus, der die entsprechende Giite be-
sitzt. Die positive Fallbasis wird dabei nicht verindert und besitzt mit Satz 36 ma-
ximal | DNFuin(ft)| < p(n) Félle. Die kleinste negative Fallbasis, also das gesuchte
Optimum, kann nach Satz 23 hochstens von der Gréfle p(n)? sein. Fiir den neuen Al-
gorithmus kommen dann unter Beachtung des obigen Approximationsfaktors nicht

mehr als
|Hn m’ < 2p(n)(1+p(n)) ml=7

Hypothesen in Frage. Mit Occams Razor (Satz 8) ist damit fiir die geforderte PAC-
Eigenschaft eine Anzahl von

m > 1/e- (p(n)(1+ p(n)) m' ™7 +log(1/5)) (1)
Trainingsbeispielen hinreichend. Wir kénnen die rechte Seite nach oben durch

m'=

. (p(n)(l +p(n)) + log(l/&))

abschéitzen. Damit erfiillt m auch (1), wenn gilt:

3

m > (1/5- (p(n)(l +p(n)) + log(l/d)))l/v.

Wird das Polynom 1/e - (p(n)(1 + p(n)) + log(1/6)) mit dem festen Exponenten
1/~ potenziert, ist es immer noch ein Polynom. Auf diese Weise kénnten wir folg-
lich nachweisen, dass jede polynomiell représentierbare Konzeptklasse auch ohne
Membership Queries PAC-lernbar ist, wenn die Existenz eines entsprechenden Ap-
proximationsalgorithmus gezeigt werden konnte.

Dieser Umstand stellte die Motivation fiir die Untersuchungen in diesem Abschnitt
dar. Wir werden zeigen, dass ein solcher Approximationsalgorithmus nicht existiert.
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Dazu wollen wir zunéichst das Problem, zu einem gegebenen Sample die kleinstmogli-
che dazu konsistente Fallbasis im satohschen Modell zu finden, genauer analysieren.
Da es sich dabei offenbar um ein Optimierungsproblem handelt, werden wir diesen
Begriff jetzt formal einfiihren.

5.1 Optimierungsprobleme

Unser Problem der Minimierung einer Fallmenge fillt in die Klasse der Optimie-
rungsprobleme. Fiir diese werden wir jetzt eine formale Definition einfithren. Dabei
ibersetzen wir die sogenannten “feasible solutions” ([BC94]), also diejenigen Losun-
gen eines Optimierungsproblems, die alle Kriterien aufler dem Optimalitatskriterium
erfiillen, hier durch geeignete Lésungen. Der Begriff der méglichen Lésungen
hingegen ist schwécher zu sehen und kann je nach Problem angemessen definiert
werden. Die mdoglichen Losungen miissen jedoch stets die geeigneten umfassen.

Definition 50 [BC94]
Ein Optimierungsproblem ist ein Tupel (I, S, ™, m, GOAL), wobei gilt:

(i) I ist die Menge aller méglichen Eingaben.

(ii) S ist eine Funktion, die jede Eingabe x aus I auf eine nicht-leere Menge mdogli-
cher Losungen zu x abbildet.

(iii) m ist ein Prédikat, so dass fiir ein x aus I und ein y aus S(x) genau dann
m(x,y) = 1 gilt, wenn y eine geeignete Losung zu x ist. Wir nehmen an, dass
fiir jedes x aus I ein solches y in S(x) existiert.

(iv) m ordnet einer Eingabe x aus I und einer zugehdrigen geeigneten Losung y
eine positive ganze Zahl m(zx,y) zu, die das Maf3 der Losung y beschreibt.

(v) GOAL ist entweder der Minimum- oder Maximum-Operator, also min oder
max.

Zu einer Eingabe = aus I bezeichnen wir mit OPT(z) das Maf einer optimalen
Lésung:
OPT(z) := GoaL{m(z,y) |y € S(x) A 7(z,y)}.

Der Approximationsfaktor q(z,y) einer geeigneten Lisung y zu einer Eingabe x

ist definiert als
m(z,y)

q(z,y) = W
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Falls es fiir ein Optimierungsproblem einen polynomiell zeitbeschrdnkten Approxi-
mationsalgorithmus o und eine Funktion h : I — IR gibt, so dass fiir fiir alle x
aus I

q(z,o(x)) < h(z)

gilt, so nennen wir dieses Problem h-approximierbar.

Ausgehend von einem Optimierungsproblem kann man stets ein dazugehoriges Ent-
scheidungsproblem definieren:

Definition 51 Zu einem gegebenen Optimierungsproblem A = (IA, SA, TA, My,
GoAL A) definieren wir das zu A gehdrige Entscheidungsproblem Ag.. wie
folgt:

Fiir eine Eingabe x aus I4 und eine natiirliche Zahl k ist (x,k) genau dann in Age.
enthalten, wenn ein y in Sa(x) existiert, so dass gilt:

m(z,y) <k falls GOAL4 = min
WA(xay) N
m(z,y) >k falls GOAL4 = max

5.2 Definition der betrachteten Probleme

Zunichst werden wir das von uns betrachtete Problem der Minimierung einer ne-
gativen Fallbasis formalisieren. Dabei beschrinken wir uns auf den Fall, dass die
positive Fallbasis CB lediglich aus einem Fall ¢,; besteht. Wir werden sehen, dass
bereits dieses vereinfachte Szenario zum Beweis der Schwierigkeit unseres Problems
ausreicht.

Wir stellen eine gewdhnliche Problemdefinition gewissermaflen als Erlauterung der
darauf folgenden, an Definition 50 ausgerichteten Darstellung voran.

Definition 52 Das Problem MINIMUM NEGATIVE CASEBASE (MNCB) definieren
wir wie folgt:

Gegeben seien eine natiirliche Zahl n, zwei Mengen M, M_ C {0,1}" und ein
ausgezeichneter Fall c,,, € M, wobei gilt:

My € fiiepy,my-

Gesucht ist eine Menge M™"™ C {0,1}" mit den folgenden Eigenschaften:
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M1: My C f({cok} Mmin s das heifit:
Jeder Fall aus My wird von der neuen Fallbasis korrekt (positiv) klassifiziert.
M2: M_C ?<{Cok} Mmin) s das heifit:

Jeder Fall aus M_ wird von der neuen Fallbasis korrekt (negativ) klassifiziert.

M3: M™™" jst minimal beziiglich | M™"|.

Gemaf Definition 50 ist somit MNCB := (Iyxcs, Swuxcss Tunes, Maxcs, Min) mit

(j) I]\'[NCB = {(’I?,, COk‘? M+, Mf) | n ec ]N, MJ’»’Mf g {07 1}7’1’ Cok € M+ Uﬂd
My C figepmoy }
(ii) Suxcs (0, cok, My, M) := Pot ({0,1}"),

und mit (n, cop, My, M_) € Lyxcs sowie M™" € Syxes (0, Cop, My, M_) defi-
nieren wir:

(iii) muses((, Copy My, M_),M™") = 1 <= M1 A M2,
(IV) mx[NCB((n, CO]C? MJ,_, M_)7Minln) = ‘MI)’LZTZ‘

M1 und M2 sind &quivalent zu der Forderung, dass f< {con b, M™im) konsistent mit
(M, M_) sein muss.

Satz 53 Das Problem MNCBy,. ist in N'P.

Beweis: Eine nicht-deterministische Turingmaschine riit k Félle aus {0,1}" fiir
M™"_ Danach iiberpriift sie, ob die geratene Fallmenge die Eigenschaften M1 und
M2 besitzt und akzeptiert im positiven Fall.

Das Raten kostet lediglich O(k - n) Schritte. Um zu iiberpriifen, ob ein Fall in
f< (o}, Mmin) liegt oder nicht, muss sein Abstand zu c¢,; im schlechtesten Fall mit

dem Abstand zu jedem der k Fille aus M™™" verglichen werden. Die Abstandsbe-
rechnung erfolgt durch bitweises XOR und benétigt somit ebenso die Zeit O(n) wie
der Vergleich zweier Absténde mit <. Somit kann ein Fall in O(k - n) Schritten von
f< {eoi ), M™im) klassifiziert werden. Insgesamt benétigt die Turingmaschine folglich
maximal

O ((IMy |+ [M_]) - k- n)
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viele Schritte, um ((n, cor, My, M_),k) € MNCByg. zu iiberpriifen und arbeitet
damit in polynomieller Zeit.

¢

Vor der folgenden Definition sei daran erinnert, dass Vp, Vs, ..., Vi genau dann eine
Zerlegung oder Partition einer Menge V ist, falls gilt

(i) Die V; sind paarweise disjunkt: i #j = V;NV; =0.
(ii) Die V; bilden eine Uberdeckung oder auch Abdeckung von V: Ule Vi=V.

Weiterhin verstehen wir unter einer Clique eines Graphen einen vollsténdigen Sub-
graphen desselben.

Um die Schwierigkeit von MNCB nachzuweisen, werden wir eine Reduktion verwen-
den. Auf der Suche nach einem Problem, welches sich geeignet auf MNCB reduzieren
ldsst, stoflen wir auf das Folgende:

Definition 54 [GJ79] Das Problem MINIMUM CLIQUE PARTITION (MCP) ist wie
folgt definiert:

Gegeben sei ein Graph G = (V, E). Dabei bezeichne V' die Menge der Knoten und
E C V xV die der Kanten von G.

Gesucht ist eine Partition {V1,Va,...,Vi} von V, so dass gilt:
(i) Fiir jedes i aus {1,2,...,k} ist V; eine Clique in G.

(ii) Fiir V existiert keine Partition aus k' < k Cliquen.

Geméf Definition 50 ist somit MCP := (Iycp, Swcp, Tucp, Macp, Min), mit
(i) Iycp ist die Menge aller Graphen G = (V| E),
(ii) Swcr(G) :={v | v C Pot(V)},

und fiir G € Iycp sowie v € Syep (G) definieren wir:

(iii) muer(G,v) =1 <= v ist eine Cliquen-Uberdeckung zu G,

(IV) mMCp(G7 V) = ’I/’ .
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Zu MCP ist das Folgende bekannt:

Fakt 55 Es gilt:
1. [GJ79] Das zu MCP gehérige Entscheidungsproblem MCPy,. ist N'P-hart.

2. [FK98] Unter der Voraussetzung ZPP # NP existiert kein v > 0, so dass
MCP |V |'™7-approximierbar ist.

Dabei beeinflusst die Restriktion, dass die Mengen V; paarweise disjunkt sein miissen,
weder die N'P-Hirte noch die Approximierbarkeit des Problems:

Lemma 56 Es gilt:
(a) Jede Cliquen-Partition fiir V ist auch eine Cliquen-Uberdeckung fiir V.

(b) Aus einer Cliquen-Uberdeckung fiir V kann in Polynomialzeit eine Cliquen-
Partition fiir V' konstruiert werden, die nicht aus mehr Mengen besteht als die
zugrunde liegende Uberdeckung.

Beweis: Aussage (a) ist klar.

Zu Aussage (b): Wir konstruieren eine Partition aus einer Uberdeckung, indem wir
die gegebenen Mengen sukzessive in die Partition {ibernehmen, wobei wir jeweils
alle Elemente entfernen, die bereits von einer vorher betrachteten Menge abgedeckt
wurden. Entsteht dabei eine leere Menge, so wird diese nicht in die Partition tiber-
nommen.

Dies gelingt effizient, denn man koénnte beispielsweise die schon abgedeckten Ele-
mente in einer Liste halten, die dann fiir jede Menge einmal durchlaufen werden
muss. Des Weiteren bilden die nach dem Entfernen einiger Knoten aus einer Clique
verbleibenden Knoten offenbar weiterhin eine Clique. Damit haben wir pro Clique
aus der Uberdeckung maximal eine Clique fiir die Partition konstruiert.

¢

Folglich ist die Schwierigkeit der Suche einer Cliquen-Uberdeckung zumindest be-
ziiglich polynomieller Zeitbeschriankung genauso grof3 wie die einer Cliquen-Parti-
tion. Unser Ziel ist es, mit Hilfe einer Reduktion von MCP auf MNCB sowohl die
N'P-Hirte als auch die Approximierbarkeits-Eigenschaften von MCP auf MNCB
zu iibertragen.

Fiir dieses Unterfangen bendtigen wir einen geeigneten Reduktionsbegriff.
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5.3 Reduktion von Optimierungsproblemen

Gesucht ist eine Reduktion mit der Eigenschaft, dass aus der Reduzierbarkeit eines
Optimierungsproblems A auf ein anderes B und der Existenz eines Approximations-
algorithmus fiir B auf die eines solchen fiir A geschlossen werden kann.

Dabei kann der vorhandene Algorithmus ap fiir B beim Bestimmen einer Appro-
ximation einer Losung in A gewissermaflen als Unterprogramm verwendet werden.
Die Schwierigkeit besteht darin, auf effiziente Weise einerseits eine beliebige Ein-
gabeinstanz x4 fiir A in den Eingaberaum Ip fiir B, und andererseits die von ap
generierte Approximation in B auf eine Losung in A derart abzubilden, dass diese
tatsdchlich eine geeignete Losung zu x4 ist (Abbildung 5.3). Weiterhin sollte die
Giite der Approximation in einem gewissen Mafle erhalten bleiben.

Ein solcher Reduktionsbegriff steht uns mit der APAX-Reduktion zur Verfiigung.

Dabei ist APX die Klasse derjenigen Optimierungsprobleme, deren Entscheidungs-
probleme in NP sind, und die in Polynomialzeit bis auf einen festen Faktor e approxi-
miert werden kénnen [BC94]. Wir werden jedoch mit Hilfe dieses Reduktionsbegriffs
Aussagen fiir Probleme ableiten, deren Approximationsfaktoren keine Konstanten
sind.

Da es sich bei den in Abschnitt 5.2 vorgestellten Problemen ausschliefllich um Mini-
mierungsprobleme handelt, werden wir in der Folge ausschlieilich solche betrachten.
Die Definitionen und Aussagen dieses Abschnitts kénnen jedoch einfach auf Maxi-
mierungsprobleme iibertragen werden.

Definition 57 [BC94| Ein Minimierungsproblem A = (Ia, Sa, ma, ma, min)
heifit APX-reduzierbar auf ein zweites Minimierungsproblem B = (Ig, Sp, 7p,
mp, min), falls zwei Funktionen r und t existieren, so dass gilt:

(1) r und t sind in polynomieller Zeit berechenbar.

(2) Fiir jedes x5 aus I 4 liegt r(x4) in Ig. Mit anderen Worten, r bildet Eingaben
fiir A auf Eingaben fiir B ab.

(3) Fiir jedes x4 aus I4 und jedes yp aus Sg(r(xa)) gilt t(xa,yn) € Sa(xa) und

mp(r(za), yp) = ma(ra, t(xa,yp))-

Mit anderen Worten, t bildet geeignete Losungen zu r(x4) in B auf geeignete
Losungen zu x4 in A ab.

(4) Fiir jedes qo > 1 existiert ein g > 1, so dass fiir jedes x4 € 14 und jedes
yp € Sp(r(ra)) mit p(r(xa),yp) = 1 gilt:

a(r(za),yB) < g = qa(za, t(za,yp)) < ¢
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Ty €1y . r(za) € Ip
t(za, ap(r(za)) € Sa(ws) ap(r(za)) € Sp(r(za))

Abbildung 6 Schema einer APX-Reduktion von A auf B

Wir schreiben dann A < py B.

Offenbar folgt mit A < 4py B aus der go-Approximierbarkeit von B die g{-Approxi-
mierbarkeit von A. Wir benétigen hier jedoch die folgende Negativaussage:

Lemma 58 Gegeben seien zwel Optimierungsprobleme A und B sowie eine Funk-
tion hy : I — IR. Es seien die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

(a) A <apxy B, unter Verwendung von Definition 57 entsprechenden Funktionen
r und t.

(b) Fiir jedes x4 aus I4 und yp aus Sp(r(za)) gilt:
qa(ra t(za,yp)) < qB(r(za), ys)-
Dann gilt fiir jede Funktion hp : Ip — IR, die fiir alle xg aus r(I4) die Ungleichung
hp(rp) < min{ha(ra) | za€la N r(xa) =z}
erfiillt, die Aussage:

A ist nicht hs-approximierbar = B ist nicht hp-approximierbar.



KOMPLEXITATSANALYSE 53

Beweis: Wir werden zeigen, dass aus der hpg-Approximierbarkeit von B sofort fol-
gen wiirde, dass A ha-approximierbar ist, denn man konnte die Eingabeinstanz mit
Hilfe von r nach Ip abbilden, eine Losung in B geeignet approximieren und diese
mit Hilfe von ¢ nach A riicktransformieren. Da wir in (b) gefordert haben, dass der
relative Fehler bei der Riicktransformation nicht wachsen darf, ist die Losung fiir A
mindestens so “gut” wie die fiir B approximierte.

Wir nehmen an, B sei hp-approximierbar fiir ein hp geméafl obiger Bedingung. Diese
bedeutet, dass hy, fiir jedes xp aus B, welches ein Urbild x 4 beziiglich r in A besitzt,
den besten Approximationsfaktor h 4 aller Urbilder {ibernimmt.

Da B nach Voraussetzung hp-approximierbar ist, existiert ein Approximationsalgo-
rithmus apg, so dass fiir alle xp aus Ig

qg(zB,aB(zB)) < hp(xp)

ist. Damit folgt fiir ein beliebiges x4 aus I4 und sein Bild r(x4) in r(14) C Ip:

qp(r(za),ap(r(za))) < hp(r(za)).

Mit obiger Bedingung fiir hp gilt hp(r(za)) < ha(za), also insgesamt

q(r(za),ap(r(xa))) < ha(za). (2)

Die Approximation ap(r(x4)) ist eine geeignete Losung zu r(x4) in B, folglich muss
auch ap(r(za)) € Sp(r(za)) gelten. Somit folgt aus (b) mit yp := ap(r(zs)) die
Aussage

a4(wa, t(wa an(r(za))) < ap(r(@a)an(r(za))). 3)

Mit (2) und (3) erhalten wir insgesamt:

qA(ﬂcA, t(xA,ozB(r(xA)))) < ha(za).

Da r und ¢ nach Definition 57 auflerdem in polynomieller Zeit berechenbar sind, ist
a4 mit
ap(zy) = t(:L'A, aB(r(:L‘A)))

ein ha-Approximationsalgorithmus fiir A.
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5.4 Komplexitit der Fallbasenminimierung

Wir werden nicht nur zeigen, dass MNCB.. N P-vollstéindig ist, sondern weiterhin
mit Hilfe von Lemma 58 nachweisen, dass sich MNCB nicht geeignet approximieren
lésst.

Zu diesem Zweck werden wir unter Anderem eine APX-Reduktion von MCP auf
MNCB vorstellen. Dabei diirfen wir bei der Betrachtung des Problems MCP nach
Lemma 56 die Forderung nach Disjunktheit der Knotenmengen vernachléssigen. Wir
werden also im Folgenden stets von einer Uberdeckung anstelle einer Partition spre-
chen.

Wir konstruieren zwei Reduktionsfunktionen r und ¢. Geméfl Definition 57 soll r
dabei Eingaben fiir MCP auf Eingaben fiir MNCB, und t geeignete Losungen zu
MNCB auf solche in MCP abbilden (vergleiche auch Abbildung 5.3).

Die Verwandschaft beider Probleme liegt zun#chst darin, dass es jeweils eine Menge
von Objekten abzudecken (beziehungsweise zu iiberdecken) gilt. Bei MCP werden
die Knoten des Graphen dadurch abgedeckt, dass sie in eine Menge der Losungsab-
deckung aufgenommen werden, wéhrend wir bei MNCB die Félle aus M_ beziiglich
des Positivfalles c,; abdecken miissen. Es liegt also nahe, Knoten mit Hilfe von r
auf Fille in M_ abzubilden. Weiterhin sind die abdeckenden Elemente einerseits
Knotenmengen, andererseits Fille aus M™". Diese diirfen aber jeweils nicht frei
gewihlt werden: Die Knotenmengen in MCP miissen Cliquen des Graphen sein,
und in MNCB diirfen durch die Félle aus M™™" keine Positivfille aus M beziiglich
cor, abgedeckt werden. Wir werden daher diese Positivfille aus der Kantenmenge F
konstruieren.

Definition 59 Wir definieren eine Funktion r, die einem Graphen G = (V, E) ein
Tupel (n,cok, M—, M;) mit n € IN, ¢, € {0,1}", M_, M, C {0,1}" wie folgt
zuordnet:

1.n =|V|+1

2. Cop =17

3. M_:={xn({i}) | i€V}

4. My = {cor, xa({n})} U {xa({i.j}) | (i,4) € E}!

Zunéchst bemerken wir, dass fiir jeden Knoten aus V ein Fall in M_ erzeugt wird,
es gilt also |[M_| = |V|.

Dabei ist das Komplement E einer Kantenmenge E bekanntlich definiert als die Menge aller
Kanten zwischen verschiedenen Knoten, die nicht in £ vorkommen.
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Abbildung 7 Beispielgraph G zur Demonstration der Transformation mit 7 in Abbildung 5.4.

Cok
11111

11110

11100 11010 10110 01110

11000 10100 10010 01100 01010 00110
10000 01000 00100 00010 00001

00000

Jt{ea}, M) My

Fiteay M-

Abbildung 8 Die Elemente der aus dem Graphen GG aus Abbildung 5.4 konstruierten Eingabe von
MNCB, eingezeichnet in den entsprechenden Verband. M ™™ darf sich ausschlieBlich aus dunkel
unterlegten Fille zusammensetzen, da nur dann die Eigenschaft M1 erfiillt ist. Um M2 auch

zu erfiillen, miissen die ausgewihlten Fille alle in M _ enthaltenen abdecken. Ein entsprechendes

MTin wiire beispielsweise { 11010, 001 10}.
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Die Abbildung der zu iiberdeckenden Elemente wird in Schritt 3 durch den Isomor-
phismus x realisiert. Dabei haben wir ¢, am einen und die abzudeckenden Félle
aus M_ am anderen “Ende” des Verbandes positioniert (Abbildung 5.4)%. Fiir je
zwei Knoten ¢ und j, die in G nicht direkt durch eine Kante verbunden sind (und
damit auch in keiner Clique gemeinsam vorkommen kénnen), fiigen wir in Schritt 4
den Fall x,,({7,7}) zu My hinzu, der verhindert, dass die entsprechenden Félle von
einem Fall aus M™" gemeinsam abgedeckt werden. Damit erfiillt eine Menge M
nur dann M1, wenn die darin enthaltenen Félle mit y;, ! auf Cliquen in G abgebildet
werden, und nur dann M2, wenn diese Cliquen sich zu G vereinigen und damit eine
Uberdeckung des Graphen darstellen. Dies wollen wir gleich formal beweisen.

Es fillt auf, dass die Dimension des Verbandes von uns eins grofler gewéhlt wurde
als die Menge der Knoten in G. Das ist notwendig, da es sonst unmoglich wiére,
eine Cliquen-Uberdeckung aus nur einer Clique zu konstruieren. Dies ist dann in-
teressant, wenn G selbst eine Clique ist und die in Schritt 3 konstruierten Félle aus
M_ mit dem einzelnen Fall 1'V10 abgedeckt werden kénnen. Weil diese zusitzliche
Dimension zu keinem Knoten korrespondiert, muss sie selbst nicht abgedeckt wer-
den. Dass ein Negativfall in diesen kiinstlich erweiterten Bereich fallt, verhindern
wir durch Hinzufiigen des Falls 0111 zu M.

Wir zeigen jetzt, dass r Eingaben fiir MCP auch tatséchlich auf Eingaben fiir
MNCB abbildet, und damit Voraussetzung (2) aus Definition 57 erfiillt.

Lemma 60 Es gilt:
G e Lyer = T(G) € Linee-

Beweis: Es ist zu zeigen, dass die mit r erzeugte Eingabe (n,cox, M_, M) den
formalen Voraussetzungen fiir MNCB geniigt. Dabei ist nach Konstruktion klar,
dass ¢, in My liegt. Zu zeigen bleibt

My S fifeory,m-)-
Wir erinnern uns, dass ein Fall ¢ genau dann in fcp, cp_) enthalten ist, wenn gilt:
Jeor, € CBy : Vepg € CB_: d(co, Cng) 2 d(Cok, ).

In unserem Fall enthélt die positive Fallbasis lediglich einen Fall, némlich ¢, = 1™.
Damit entfillt der Existenzquantor. Des Weiteren klassifiziert sich c,; nach Bemer-
kung 16(a) selbst positiv. Wenn ¢ das bitweise Komplement von ¢ bezeichnet, gilt
auflerdem mit ¢, = 1™:

d(cox,c) =C. (4)

2Die Wahl von ¢, ist dabei offenbar willkiirlich. Jeder Fall aus M_ muss jedoch zu ¢, genau
(n — 1) Bits Abstand haben. Der Ubersichtlichkeit halber verwenden wir ¢, = 17, denn auf diese
Weise definieren sich die Fille aus M_ zu Einheitsvektoren, und der Isomorphismus Yy, bildet
Knotenmengen auf Fille anschaulich ab.
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Schliefflich bemerken wir noch:
Cl XCy <= 2 =cC1. (5)

Somit bleibt fiir jeden Fall ¢ aus {x»({i,j}) | (i,7) € E} zu zeigen, dass fiir kein cpg
aus M_ die Aussage ¢ =< cpq gilt.

Betrachten wir nun die Falle aus M_, so korrespondiert jeder zu genau einem Kno-
ten aus V', und enthélt nach Definition von x,, somit auch nur genau eine Eins. Jeder
Fall ¢ aus {xn({i,5}) | (4,j) € E} hingegen wurde als Repréisentant einer fehlenden
Kante konstruiert, und enthélt, da ¢ # j vorausgesetzt wurde, genau zwei Einsen.
Somit kann niemals ¢ < ¢,4 gelten, was zu zeigen war. Somit erzeugt unsere Reduk-
tion tatséchlich eine Untermenge der giiltigen Eingaben fiir MNCB.

Definition 61 Die Funktion t ordnet einem Graphen G und einer Menge Mm™in C
{0,1}" eine Kollektion v von Teilmengen von {1,2,...,n} in folgender Weise zu:

vi={x,"'(c)| ce M™"}.

Um Voraussetzung 3 aus der APX-Reduzierbarkeits-Definition (Definition 57) zu
erfilllen, miissen wir zeigen, dass ¢ fiir jeden Graphen G und jedes M™" aus
Synves(T(G)) eine Ausgabe t(G, M™™) konstruiert, so dass die Folgerung

TMNCB (T(G)v Minm) — 7TMCP(Ga t(Ga Mﬁ“n))
gilt. Mit anderen Worten:

Lemma 62 Sei G = (V, E) ein Graph und M™™" eine geeignete Losung zur Eingabe
7(G) in MNCB. Dann ist t(G, M™™) eine geeignete Lésung zu G in MCP.

Beweis: Sei M™" = {¢1,co,..., ¢} eine geeignete negative Fallbasis zu r(G) =
(n, cor, M—, M) und erfiille somit M1 und M2. Um zu zeigen, dass

t(Gv Minm) = {Vla V27 . Vk} = {Xn(cl)v Xn(c2)7 R 7Xn(ck)}

eine geeignete Losung zu G in MCP darstellt, miissen wir nachweisen, dass es sich
bei {V1, V3, ... Vi } um eine Cliquen-Uberdeckung zu G handelt.
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Dazu ist zu zeigen:
(a) Jede Menge V; bildet eine Clique in G: Vi,j € V;: i#j = (i,7) € E.
(b) Vi, Va, ..., Vi bildet eine Uberdeckung zu V: Ule Vi=V.

Zu (a):

Nach Konstruktionsschritt 4 gilt fiir zwei Knoten ¢ und j aus V mit = j die Aussage
xn({i,j}) € My <= (i,j) € F und damit insbesondere

xn({i,j}) € My = (i,j) € E. (6)

Seien 7 und j nun zwei Knoten in einer der Mengen V;. Mit Aussage (6) geniigt es
damit zu zeigen, dass der Fall x,, ({7, j}) nicht in M, liegt. Laut Konstruktion ist V}
aus einem Fall ¢; € M™™ entstanden, und damit muss ¢[i| = ¢[j] = 1 gelten. Wir
nehmen an, es gilt

xn({i,5}) € My.
M1 besagt M, C f({cok} amin) und es folgt

Xn({8:51) € Fiie,y, aminy-

Geméf Bemerkung 16(b) kann die Menge der positiv klassifizierten Fille durch das
Entfernen von Féllen aus der negativen Fallbasis nur wachsen, es ist also

Xn({1,71) € fieo, {eh)-

Die Anwendung von Definition 15 ergibt ¢; € U(cor, Xn({7,7})). Das bedeutet wie-
derum mit Definition 12, dass

d(COk, Cl) ﬁ d(COk, XTL({%]}))
ist und mit (4) folgt schlieBlich ¢ Z xn({%,7}), was nach (5) gleichbedeutend ist mit
Xn({ia ]}) ﬁ q.

Nun besteht x,,({7,j}) ausschlieflich aus Nullen, wenn man von den Stellen ¢ und j
absieht. Diese Stellen sind aber laut Voraussetzung in ¢; ebenfalls 1. Folglich muss
xn({7,7}) = ¢ gelten, was der letzten gefolgerten Aussage widerspricht. Offenbar
war unsere Pramisse falsch, und es ist

Xn({zaj}) g M—i—-

Mit Aussage (6) erhalten wir (i,7) € F, was zu zeigen war.

Jede konstruierte Menge V; bildet also tatséchlich eine Clique in G.
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Zu (b):
Nach Voraussetzung erfiillt das konstruierte M™" die Eigenschaft M2:

M- f<{cak},MW>'

Damit gilt fiir jedes ¢; := x,,1({i}) aus M_ nach Definition 15, dass es ein ¢, € M™"
gibt, fiir das
¢ € U(cors ¢i)

gilt. Da sowohl ¢;[i] = 1 als auch cy[i] = 1 gilt, miissen auch alle Félle im Un-
terverband zwischen diesen Vektoren an i-ter Stelle eine 1 besitzen, also auch c.
Einerseits hat die Reduktionsfunktion r zu jedem ¢ aus V' = {1,...,n — 1} einen
Fall ¢; in M_ eingefiigt, zu dem ein solches ¢} in M™" existiert. Andererseits kann
wegen x({n}) = 0IVI1 € M, unter Beachtung von M1 kein Fall aus M™" eine 1 an
n-ter Stelle besitzen. Daher gilt:

/I 1|V
\/ & =1V,
cgeMﬁ'”'”

Nun wenden wir auf beiden Seiten y,,! an:
WV od =t (1‘”0) :
ceMmin

Mit x;* (11V10) = V und Bemerkung 3, Teil (1) folgt

U x') =V

e Mmin

und da jede Knotenmenge V; aus der Anwendung von Y, auf einen der k Fille aus
M™" konstruiert wurde, erhalten wir damit die gewiinschte Aussage:

Mit (a) und (b) haben wir gezeigt, dass {Vi,Va,... Vi } tatséchlich eine Cliquen-
Uberdeckung zu G darstellt.

¢

Bei einer APX-Reduktion miissen beide Reduktions-Funktionen effizient berechen-
bar sein. Dies ist hier gegeben:
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Lemma 63 Die Funktionen r und t sind in polynomieller Zeit berechenbar.

Beweis: Betrachten wir zunéichst die Funktion r, also die Konstruktion einer Ein-
gabe (n, cop, My, M_) fir MNCB aus einem Graphen G = (V, E). Von den vier
Konstruktionsschritten aus Definition 59 sind die ersten beiden sicherlich als pro-
blemlos anzusehen. Die Funktion x,, ist fiir jede beliebige, also maximal n-elementige
Menge in der Zeit O(n?) berechenbar. Sie wird zur Konstruktion von M_ in 3.
|[V| = (n — 1)-mal verwendet, somit bendtigt dieser Schritt ebenfalls polynomielle
Zeit in |V|. In Schritt 4 wird x, auf jede Kante aus E angewandt, also héchstens
|V |2 mal. Ob eine bestimmte Kante in E ist, kann direkt aus der Darstellung von E
abgelesen werden. Damit ist r insgesamt in polynomieller Zeit berechenbar.

Um einen Funktionswert von ¢ aus den Fillen einer Menge M™" zu bestimmen,
wird lediglich die Umkehrfunktion von Y, genau |M™"| mal aufgerufen. Deren
Auswertung benétigt wiederum O(n?) Schritte. Somit ist auch die Funktion 7 in
polynomieller Zeit berechenbar.

¢

Um die APX-Reduzierbarkeit von MCP auf MNCB zu zeigen, wollten wir nach-
weisen, dass die Funktionen ¢ und r den Bedingungen (1) bis (4) aus Definition
57 gentiigen. Unser eigentliches Ziel ist es jedoch, die stérkeren Voraussetzungen fiir
Lemma 58 zu erfiillen, um die bekannten Approximierbarkeits-FEigenschaften von
MCP auf MNCB entsprechend iibertragen zu kénnen. Wir bemerken hier, dass Be-
dingung (b) aus Lemma 58 den Spezialfall von Voraussetzung (4) aus Definition 57
darstellt, bei dem g, stets gleich gp zu wihlen ist. Folglich geniigt es zu zeigen, dass
eben diese Bedingung (b) erfiillt ist. Dafiir zeigen wir, dass die optimalen Losungen
zu G und 7(G) beziiglich des jeweiligen Mafles gleich grof} sind:

Lemma 64 Sei G ein Graph. Dann gilt:
OPTMCP(G) == OPTMNCB(T(G)).

Beweis: Wir konnten in Lemma 62 bereits zeigen, dass zu jeder geeigneten Losung
in MNCB eine geeignete Losung in MCP existiert (wie haben diese sogar mit ¢
konstruiert), die dasselbe Mafl besitzt. Kénnen wir weiterhin nachweisen, dass es
umgekehrt zu jeder geeigneten Losung in MCP eine solche Losung gleichen Mafles
in MNCB gibt, so miissen auch die optimalen Lésungen in beiden Problemen zu
den Eingaben G beziehungsweise (G) gleich grof sein.

Wir werden wieder konstruktiv vorgehen. Die Umkehrung zu ¢ lésst sich direkt aus
der Beschreibung von ¢ ableiten:

k
VL Ve, ) = ().
=1
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Zuerst stellen wir fest, dass die Kardinalitdt aufgrund der Bijektivitdt von x,, erhal-
ten bleibt.

Wir zeigen: Wenn {Vi, Vs, ..., Vi } eine geeignete Losung zu G ist, dann ist
. k
M™" = U Xn(%)
i=1
eine geeignete Losung zu r(G).

Sei also v := {Vi,Va,..., Vi} eine Cliquen-Uberdeckung zu G.

Zu zeigen ist M1: M, C f<{c o}, Mmin)

Jeder Fall x,,({7,;}) aus My ist nach Definition 59 als Repriisentant einer fehlenden
Kante zwischen den Knoten ¢ und j konstruiert worden, es ist also

(i,j) ¢ E.

Folglich kann es in G keine Clique geben, die sowohl ¢ als auch j enthilt. Da
v ={V1,Va,...,Vi} nach Voraussetzung eine Cliquen-Uberdeckung zu G darstellt,
kénnen ¢ und j damit auch nicht gemeinsam in einer Knotenmenge V; vorkommen.
Nach Definition von ¢t~! bedeutet das, dass fiir jeden Fall ¢ aus der konstruierten
Menge M™" = t~1(v) gilt:
cli] =0 Vv ¢[j] =0.

Folglich kann kein Fall ¢ aus M™" den Fall x,({i,j}) aus M, beziiglich c,, = 1"
abdecken. Das heifit, fiir alle ¢ € M™™ ist

d(cok’v C) ﬁ d(COka Xn({l7]}))7
woraus mit den Definitionen 12 und 15 die gewiinschte Aussage folgt:

Xn({la.j}) € f<{Cok}vM:nm>'

Zu zeigen ist M2: M_ C ?< {eo} MminY -

{V1,Va,...,V}} bildet nach Voraussetzung eine Uberdeckung fiir V. Damit gibt es
fir jedes ¢ aus V ein j € {1,...,k} so dass i in Vj ist. Folglich existiert auch Fall
cj = xn(V;) in M™" welcher an i-ter Stelle eine Eins besitzt. Damit ist offenbar
fiir den Fall x({i}) aus M_

d(1",¢;) = d(1",x({i})).
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Mit anderen Worten, jeder Fall x({i})) aus M_ wird von einem solchen c; aus M™"
beziiglich ¢, = 1™ abgedeckt und damit gilt

Xn({i}) € (3 aaminys

was zu beweisen war.

Wir haben damit gezeigt, dass t~! eine geeignete Losung zu r(G) in MNCB auf
eine geeignete Losung zu G in MCP abbildet, wobei die Kardinalitdt der Losung
erhalten bleibt. In Lemma 62 hatten wir nachgewiesen, dass ¢ dasselbe in die andere
Richtung bewerkstelligt. Folglich miissen die jeweils optimalen Losungen ebenfalls
dieselbe Kardinalitét besitzen.

¢

Lemma 65 Der Approximationsfaktor der mit t konstruierten Cliquen-Uberdeckung
ist gleich demjenigen der Fallmenge M™™", aus welcher diese konstruiert wurde. Fiir
jedes G aus Lycp und M™" aus Syxcs(r(G)) gilt also:

Qe (G (G, Mﬁ“n)) = qunes(7(G), MTm)

Beweis: Sei G aus Iycp und M™" aus Syxcs(r(G)). Da wir mit ¢ fiir jeden Fall
genau eine Knotenmenge konstruieren, ist die Ordnung k& der erzeugten Partition
gleich der Kardinalitdt der Menge M™" aus der sie entstanden ist:

[E(MI)| = [M.

Weiterhin sagt Lemma 64 aus, dass auch die optimalen Losungen zu G und r(G)
dasselbe Maf} besitzen:

OPTMCP(G) — OPTMNCB(T(G))'
Damit gilt insgesamt:

OPTyer(G) OPTynes(r(Q))

Gucp (G’ L (MTW)) = = (Quxcs (T(G)a MTW) .

¢

Jetzt verfiigen wir iiber die notwendigen Hilfsmittel, um die Resultate dieses Kapitels
herzuleiten.
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Satz 66 Das Problem MINIMUM NEGATIVE CASEBASEge. ist N'P-vollstéindig.

Beweis: Wir zeigen MCPg.. <P MNCBe..

Als Reduktionsfunktion bietet sich unter Beachtung unserer vorangehenden Uberle-
gungen sofort die Funktion r’ an mit

(G k) = (r(G),k).

Offenbar erbt r’ die polynomielle Zeitbeschrinkung von r, die wir in Lemma 63
gezeigt haben. Des Weiteren sind die optimalen Losungen zu G und r(G) nach
Lemma 64 gleich gro. Somit gilt

(G, k‘) € MCPy. <— T’(G, k?) € MNCBygee.

Damit ist die N"P-Hérte von MNCBy,. nachgewiesen. Mit Satz 53 liegt das Problem
auBerdem in NP und ist folglich N'P-vollstéindig.

¢

Nachdem wir die N'P-Hérte nachgewiesen haben, wollen wir jetzt eine Aussage iiber
die Nicht-Approximierbarkeit von MNCB herleiten. Ein Zwischenresultat liefert das
folgende Lemma:

Lemma 67 Es gilt:

MiINIMUM CLIQUE PARTITION < gpy MINIMUM NEGATIVE CASEBASE.

Beweis: Mit Hilfe der Reduktionsfunktionen r und ¢ lasst sich eine APX-Reduktion
von MCP auf MNCB durchfiihren. Sei G ein Graph. Wir haben folgende Aussagen
bereits gezeigt:

(A) Lemma 63 besagt: © und ¢ sind in polynomieller Zeit berechenbar.
(B) Lemma 60 besagt: r bildet Eingaben fiir MCP auf Eingaben fir MNCB ab:

G G II\ICP — T(G) 6 II\INCB'

(C) Lemma 62 besagt: Falls M™" eine geeignete Losung zu r(G) in MNCB dar-
stellt, so ist t(G, M™") eine geeignete Losung zu G.

(D) Lemma 65 besagt: Der Approximationsfaktor der mit ¢ konstruierten Cliquen-
Uberdeckung ist gleich demjenigen der Fallmenge M™" aus welcher diese
konstruiert wurde. Fiir jedes G aus Iycp und M™™ aus Synes(r(GQ)) gilt also:

e en(es MTm)) = qunes(r(G), MTZn)
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Die Aussagen (A) bis (C) entsprechen den Voraussetzungen (1) bis (3) aus Definition
57. Es bleibt noch (4) zu zeigen: Fiir jedes gy > 1 existiert ein g{ > 1, so dass fiir
jedes G € I cp und jedes M™" € Synep(r(G)) mit mynes(r(G), M™™) =1 gilt:

Ganen (1(G), Minm) <q = quer(G,t(G, MTW)) < Q6'

Dies folgt aber sofort aus Aussage (D), indem man ¢ gleich gy wihlt. Damit ist
MCP APX-reduzierbar auf MNCB.

¢

Diese Eigenschaft verwenden wir jetzt, um das abschlieende Nicht-Approximierbar-
keits-Resultat fiir MNCB nachzuweisen.

Satz 68 Unter der Voraussetzung ZPP # NP existiert kein v > 0, fiir das
MINIMUM NEGATIVE CASEBASE |M_ |~ approximierbar ist.

Beweis: Wir werden die bekannten Approximierbarkeits-Eigenschaften von MCP
unter Anwendung von Lemma 58 auf MNCB iibertragen.

Mit Lemma 67 gilt MCP < 4py MNCB. Lemma 65 wiederum besagt, dass fiir jeden
Graphen G aus Iycp und M™" aus Syxcs(r(G)) gilt:

Puer (G, (G, MTm)) < quxes(r(G), Minm)

Hiermit sind die Voraussetzungen fiir die Anwendung von Lemma 58 erfiillt. Mit
Fakt 55 ist MCP fiir kein v > 0 bis auf einen Faktor \V\(l_'y)—approximierbar,
solange nicht ZPP = NP gilt. Mit |V| = |M_| existiert nach Lemma 58 folglich
unter derselben Voraussetzung ebenfalls kein 4 > 0, so dass MNCB |M_|(1=7)-
approximierbar ist.

¢

Schon aufgrund dieser Aussage kann MNCB.. offenbar auch nicht in P sein, denn
sonst miisste ein exakter Losungsalgorithmus existieren, und dieser wiirde als 1-
Approximation die hergeleitete Aussage widerlegen. Dieser Schluss basiert jedoch
auf der Voraussetzung ZPP # N'P. Die N'P-Hirte von MNCB 4. gilt jedoch davon
unabhéngig, wie wir in Satz 66 gezeigt haben.
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5.5 Schlussfolgerungen

Wir wollen abschlieflend versuchen, die Ergebnisse aus diesem Abschnitt in ihrer
Bedeutung einzuordnen.

Wir haben mit dem Resultat aus Satz 68 ein starkes Indiz gegeben, dass die PAC-
Lernbarkeit polynomiell reprisentierbarer Funktionsklassen sich nicht iiber die Be-
schrankung fiir die Grofle des Hypothesenraums nachweisen ldsst. Dabei ist die
Schwierigkeit, dhnlich wie beim Lernen von 3-Term-DNF-Formeln®, das Finden einer
konsistenten Hypothese im Représentationsraum. Zwar konstruieren wir auf einfa-
che Weise eine konsistente Hypothese, jedoch kénnen wir nicht garantieren, dass ihre
Fallbasengrofle unabhéingig von der zu lernenden Zielfunktion durch ein Polynom in
n beschrénkt ist.

Mit Hilfe der in Satz 66 konstruierten Reduktionsfunktion 7’ kann man immerhin
analog zu der in [KV94] angewandten Methode zum Nachweis der “Unlernbarkeit”
von 3-Term-DNF-Formeln zeigen, dass das effiziente PAC-Lernen der Menge

F :={f| Esexistiert ein CB := (CB4,CB_) mit |CB;| =1 und |CB_| = k}

NP-hart ist, wenn man F selbst als Hypothesenklasse verwendet. Fiir zukiinftige
Untersuchungen wire interessant, ob sich dieses Resultat durch eine Anpassung der
Reduktionsfunktion auf beliebige polynomiell repriasentierbare Klassen ausdehnen
l&sst.

Auf der anderen Seite wére es denkbar, dass sich fiir bestimmte Teilklassen der von
uns ins Visier genommenen Menge aller polynomiell repriasentierbaren Klassen die
effiziente PAC-Lernbarkeit auf diese Weise zeigen lisst. Dies gilt beispielsweise fiir
die Menge aller Monome; jedoch ist ein entsprechender Algorithmus nicht wirklich
interessant, da sich Monome bekanntlich mit “herkémmlichen” Methoden® recht ein-
fach lernen lassen.

Weiterhin ist Occams Razor nur eine mogliche Beweismethode. Dabei wird unter
anderem vorausgesetzt, dass stets eine konsistente Hypothese berechnet wird. Dies
ist aber nicht zwingend fiir einen PAC-Algorithmus, der sowieso mit Fehlern in der
resultierenden Hypothese kalkuliert. Denkbar wire beispielsweise, das Rasiermes-
ser erneut zu ziicken, um durch den Konsistenz-Zwang entstandene “unangenehme”
Ecken und Kanten einer Hypothese abzuschneiden, in der Hoffnung die Wahrschein-
lichkeit von Objekten sei in diesen Bereichen sowieso gering.

Solche und andere Denkansétze, bei denen man sich mit Wahrscheinlichkeiten be-
stimmter Bereiche des Objektraums direkt auseinandersetzten muss, haben jedoch

3 [KV94] Das Lernen von 3-Term-DNF-Formeln ist NP-hart, wenn man als Hypothesenklasse
ebenfalls die Menge aller 3-Term-DNF-Formeln verwendet.
4vergleiche Beispiel 5
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mit der Komplexitdt der betrachteten Verbandsstruktur zu kdmpfen. Insbesondere
die Uberlappung der von verschiedenen Fillen klassifizierten Negativbereiche macht
eine Fehlerquantifizierung schwierig. Es wire moglicherweise interessant, solchen Me-
thoden ausfiihrliche Untersuchungen zu widmen, diese wiirden den Rahmen einer
solchen Arbeit jedoch sprengen.
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