Reimund Albers Analytische Geometrie der Kongruenzabbildungen

Diese Abbildunggleichunglauitet: x™=x™+4 g,

Setzt man fur eineVerknigungder drei Abbildurgen die drei Abbildunggleichungen
inenande ein, so erhdt man:
|, #cos2!  sn2! &)l #'p & #p & #eos2!  sin2! &I #pl& #cos2!  sn2l &H#p &

T%in2r v cos2 +X+§° (+§p2( $in2 " cos2 §p$$§%n§$#i$c§?s$21$(é%

Man erhdt also eine Spiegdungan der zu apaalden

Geraden &, die durch den Ursprung verlauft, mit einer AX2 a

anschlieRenden Verschiebung.Dabe verlauft der

Verschiebungwektor d vonP’, dem an @ gespiegdten

Punkt P, zum Punkt P. Dasist aber auch das Doppelte

des Vektors von O zum Ful3punktF des L otes von O auf

die Geradea, also P'P = 20F . Insbesondee diese =

Interpretation |&sst sich giingig in bade Richtungen

einstzen:

- Man kenntden Winkd / der Spiegdungschse mit der
x1-Achse undden FuRpunktF desLotesvon O auf die >
Spiegdungschse. Dann lautet die X1
Abbildunggleichung:

Lo _#cos2!  sn2! & i
“%in2 " cos2 (*+20F

- Kenntman umgekehrt die Abbildunggleichungundist der Verschiebungwektor d senkrecht

zur Spiegdungschse, so kann man mit inversen Winkdfunktonen ausder Matrix den Winkd

|
! bestimmen und %d bestimmt dann den Ful3punk des Lotes, also einen Punkt, durch den die

Spiegdungschse verlauft.

Beispid:

" %
Gegeben ist die Spiegdungmit der Matrix ﬁg 32 l009268& ndde PunktP(7;-1), durch den die

Spiegdungsachse laufen soll. Dannist der mit der

Spiegdungsnatrix multiplizierte Vektor A x,
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senkrechter Vektor ist oy folglich hat die X1
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Spiegdachse die Steigung g .

b) Diedrel Spiegdachsen verlaufen zuenande paallel

Einegungige Wah! des Achsenkreuzes ist, dass die x;-Achse entlang der ersten Spiegdachs a
liegt. Dann verlduft die x;-Achse senkrecht zur ersten Spiegdungschse a, zur zweiten Spiegd-
achse b undzur dritten Spiegdungschse c. Essdlen ede A
Abgandvonazu b undf der Abgandvonb zu c. X2
Da mit diesen Festlegungen die Fu3punke der Lote der
nicht durch den Ursprung verlaufenden Spiegd ungsachsen
b undc bekanntsind, kann man die Abbildungs
gleichungen fur die Spiegdungen aufstellen.
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Die Verkettungder drei Abbildungen liefert

L. 11 0%"'1 0%!1 0% "2e% "2(e+ f)%

T80 1gydo 1efo 1 Hog § o &

Multipliziert man die Gleichungausundfasst zusammen, so ergibt sich.

1. "1 0% "2f%

S TRETRRE T

Da die Spiegdungschse fur diese Ergebnismatrix weiterhin parallel zur x,-Achse verlauft, ist

der Vektor LZO]C;{ senkrecht zu dieser. Daher ist die letzte Abbildunggleichungdigenige, die zu

einer Spiegdungan der Achse d gehdrt. d verlauft parallel zu a, b undc undha zur x-Achse
einen Abgand vonf.

Die Spiegdungan drei Geraden a, b und ¢, die zuanande paallel snd undvonenande
die Abgande e=d(a,b) bzw. f =d(b,c) haben, lassen sich zu einer Geradenspiegdung

an eine Geraden d zusammenfassen. Dabd ist der Abgand vond zur Geraden agleich f.

c) Diedrei Spiegdachsen liegenin algemeine Lage

Einegungige Wah! des Achsenkreuzes i, die x;-Achse auf die erste Spiegdungschs azu
legen undden Ursprungin den Schnittpunktvon aundb. Dann verlduft b durch den Ursprung,
der Winkd zur x;-Achse sai ". Die Geradec sai durch einen Punkt P(p;;p2) undden Winkd #
zur x;-Achse festgdegt.
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Dann sind die Abbildunggleichungen:

)!("_#COSZ.’ sin2! &)!(
Win2r " cos2!
Lm _Ho0s2! 2! &) ,,+fpl&,, #cos2!  sin2! &fpl&
in2r " cos2: f’pz( Qin2y - cosZ!(f)pz(
Die Verkettungder drei Abbildungen liefert
| #cos2! sin2! &#cos2) sin2) &1 0&! #p & #eos2!  sn2l &#p &
X = ( ( (X+00 ( (00 (
$in2r " cos2! ($n2) " cos2) (§H 1 fpz $in2r " cos2! §p2

Die Multiplikation der drei Matrizen ergibt:

#cos2!  sin2! &Hcos2) sin2) &H#1 0& #Hcos2!  sin2! &Hcos2) "sin2) &

\g’{%inZ! " cos2! ( %%inZ) " cos2) ( ?ﬁ{ﬁ (7 %%inZ! " cos2! g%inZ) cos2) (

_ $cos2! cos2” +sin2! sin2" #cos2! sin2" +sin2!/ cos2"' _$cos2(! # ") sn2(! #")'

_%inZI cos2" #cos2! sn2" #sn2! sn2" #cos2! 0032"2 _%'nZ(! #") #cos2(! # ")2

Die Ergebnismatrix gehort zu einer Achsenspiegdung, deren Spiegdungschse mit der x;-Achse
einen Winkd von ! " # einschlief3t

| i |

Der Verschiebungwektor #plz' ;!#Cf)sz( sin2( & plz ist der doppéte Vektor von O zum
"p,% "Sn2( ' cos2( W p,%

FuRpunktdes L otes auf die Gerade c. In der obigen Abbildungist das der PunktF. Nennt man

OF = f soist die Abbildunggjleichungder Verkniipfungder drei Spiegdungen
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. $cos2(! " #) sn2(l"#H) .
“8sin2( " #) " cos2(! " #)| X+2

Geometrische Interpretation

F
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Zur Spiegdungan ¢’, de Geraden, die mit der x;-Achse einen Winke von #$” einschlief3t,
gehort der LotfuRpunkiG. Man bestimmt den Vektor oG durch

I _ " "
oG =1"f, Seos2"t A dn2(" LA L L, f', wobd ' der an der zu ¢ padllelen

2% Ssin2("! #) lcos2("! ] | 2°F
Ursprunggeraden ¢’ gespiegelteVektor fist.
Dannist GF=OF! 0G = f ! = f' f §5——f+—f':%:¥f+f—'a. Der Vektor f wird also zerlegtin

"
E;ff f g der senkrecht zu ¢’ verlauft unddie Lagevonc’ in der Ebene bestimmt, undin

P
%.!.f + 14, der parallel zu ¢’ verlauft undden Schubanteil der Schubspiegedung ausmacht.

Erweiterung

| #cos2! sn2! & #d& 1 !
Gegeaben ist eine Abbildungmit der Gleichung F : x' = X+0 X+ d
eg J J “%n2 v cos2r ( £ (

also die Verkniipfungeiner Spiegdungmit einer Verschiebung.Zerlegt man den
Verschiebungwektor d in die Komponeten a! senkrecht zur Spiegd achse der Spiegdungund

d. paalld zur Spiegdachse, so bestimmt dI die Lageder Spiegdachseund d. ist der
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Schubgpiegdungsnteil. Wie bestimmt man zur gegebenen Abbildunggleichungdie beiden
Komponeaten d, undd. ?

Wende man die Abbildunggjleichungvon F zwei Mal an, so hebt sich die Spiegdungauf und
es ergibt sich die zweimalige Verschiebungmit d.. Also gilt:

(F! F):;":S-!.S"(+d§+d:S-S-;<+Sd+d:;+5d+d.Alsoisi 2d:Sd+d )

Folglichist d :%(Sd+d) undd d d d %(Sdﬂlj):%(d " Sd)

Beispid:

I "0,96 028% "40/
Gegeben|std|eGIe|chungx—§028 I096& ﬁl .
! "4°A I "0,96 0,28% 4% "3%
Dannist d = und &d = .
1 3 $0.28 10,0688 38 $48
! "3$ '4$$ |35$ ' 1##4& #38& #05&

Splegelachse durch den Punkt F(O 25;-1 75)
In der nachfolgenden Abbildungist d oD, d = OD und d OD

Spiegdt man P(2;-2) an der Spiegdachse durch F und verschiebt das Bild P’ mit d. = OD,,, s0
erhdtmanP’.
Bildet man P mit der Abbildung@leichungab so erhdt man:

|,_"0,96 0,28% 2% " 4% " 536%
D" = ., wasin Ubereingimmungmit der Abbildungist.
P = %008 10,0688 28 B33 $ 0508 g g
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