Reimund Albers Analytische Geometrie der Kongruenzabbildungen
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Damit ist die Abblldung$natr|x bestimmit.

12 alsoa —cunda =d.
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Die Abbildungsgleichungen der Kongruenzabbildungen

Mit dem Satz Ubea das Aufstellen der Abbildungsnatrix stellen wir nundie Abbildungsnatrizen
fur Drehungen und Spiegdungen auf.

Drehung um den Ursprung O um den Winkd o (SehenachfolgendeZeichnung,links)

Die Drehung um den UrsprungO umden Winke o ist gegeben durch x' = A - x,
cosa —sinocj o

woba die Abbildungsnatrix A:[ .
sna  coso
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Spiegdung an eine Geraden, die mit der x;-Achse den Winkd o einschliefdt

Die Spiegdung an einer Geraden, die durch den Ursprung O verlauft undmit der x;-Achse
den Winkd o einschliet, ist gegeben durch x' = A ! x, wobei die Abbildungsmatrix

cos2or  sin2o ) .
A=| | Ist.
sin20¢ —cos2o

In der Euklidischen Geometrie haten wir eine Ver schiebung durch einen Verschiebungwektor
beschrieben, der wiederum durch einen Anfangs und Endpunktgegeben war. In der
Koordinaenebenewird be eine Verschiebung der UrsprungO nicht auf sich selbs abgebilde,
sonden in einen BildpunktO’! O verschoben. Nach dem Satz Ube die Verschiebungdes
Ursprungsist der Verschiebungwektor d. DaeineVerschiebungum den Nullvektor die
|dentitét ergibt, muss die Abbildungsnatrix die Einhatsmatrix sein.
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Die Verschiebung um den Vektor d ist gegeben durch ;c' =A-x+d,woba die

1 0
Abbildungsnatrix die Einhatsmatrix E:[O ) ist.

Die Abbildungsgleichung der zentrischen Streckung

K} © Auch diese |4sst sich mit dem Satz tiber des Aufstellen der
Abbildungsnatrix bestimmen, wenn das Streckzentrum der
Ursprungist. Denn dannwird der Ursprungauf sich selbg
abgebilde.

Die Einhatsvektoren werden dann mit dem Faktor k
gestreckt/gestaucht, also
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Die zentrische Streckung mit dem Ursprunga's Streckzentrum und dem Streckfaktor £,

— - 'k 0%
ke ! /{0},ist gegeben durch x'= A - x, woba die Abbildungsnatrix A:#O 0<gist.

Verkettung von Abbildungen

Wir betrachten zwei Abbildungen, gegeben durch 4 und d bzw. B und f . Diese Abbildungen
sollen hintereinande ausgefithit werden. Also x'= Alx+d und x"=B-x'+ f .
Dann lautet die Verkettungder Abbildungen ;7"=B-(A-}+Ez)+?:B-A.}+B-Zz+?. Dabei

werden die baden Matrizen miteinande multipliziert. Das Matrizenproduktist folgendemal3en
definiert: B- A= (bn by, ] . (an ap j _ (buan +bya,  ba,+b,a, j

by, by, a, 4y bya,, +bya, by ay, +byay
Merkregd: Zeile mal Spdte

Bel der Multiplikation der Matrizen kommt es auf die Rethenfolge an, die Matrix der zweiten
Abbildungsteht linksneben der Matrix der ersten Abbildung.

Ubungsufgebe Die Verkettungeiner Spiegdungmit sich selbg ist die Identitét, da
Spiegdungen involutorisch sind.
(cos 200 sin2o j (cos 200 sin2a j

sin2¢ —cos2o /\ sin20¢ —cos2o

_ cos?2! +sin* 2! cos2! "sin2! #sin2! "cos2!' $1 0
" 8in2/ "cos2! #cos2! "sin2! sin® 2/ + cos” 2! 2 & 12
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Verkniipfung von zwei Spiegelungen

Wenn die baden Geraden, an denen gespiegdt werden soll, gegeben sind, wahlt man das
Achsenkreuz moglichs glingig.

a) Die Geraden verlaufen parallel
Die x,-Achse wird in die erste Spiegdachse A
agdegt. Die zweite Spiegdachse b ist
danneinezur x,-Achs paadlele Gerade,
diediex;-Achse be d schnade.
Abbildunggleichungfir die erste

Spiegdung:

_ -1 0)-
X'= X
0 1

Herleitungder Abbildunggleichungfir p—— dB— 7

die Spiegdungan de 2. Achs:

Fir jeden Punkt P undseinen BildpunktP gilt offenschtlich p,’ = p,. Flr die erste
Koordinae gilt:d — p, = p,'-d , was aufgd0s nach p,’ ergibt: p,' = 2d — p, . Beide
Koordinaengleichungen liefern fir die Spiegdungan der 2. Achse die Abhildungsgyleichung:

w11 09" "2dy . : :
X" = + X'+¢ . DieVerkettungbeder Abbildungen liefert :
$0 18 %o

_ (—1 0) (—1 ojﬁ [20’] (1 0)# (241] L _

x"= : X+ = x+ was offengchtlich eine Verschiebung
0 1 0 1 0 0 1 0

ist. Der Verschiebungsvektor ha die Langevon 24, ist von der ersten zur zweiten

Spiegdachse orientiert undist senkrecht zu beden Achsen.

Damit ist durch diese Rechnunggezeigt:

Die Spiegdungan zwei paralelen Spiegdachsen, die den Abgand d haben, ist eine

Verschiebungmit einem Verschiebungwvektor, der die Lange2d ha, vonder ersten zur

zweiten Spiegd ungschse und senkrecht zu beiden Achsen verlauft.

Xy

b) Die Geraden schnéden einande A
Der Ursprungwird in den Schnittpunk der beiden
Achsen gdegt unddie x;-Achse auf die erste
Spiegdachse. Die zweite Spiegdachse ist dann eine
Ursprunggerade, die mit der x;-Achse einen Winkel o
einchliel3t
Abbildunggleichungfir die erste Spiegdung:

— (1 OJq
X = X
0 -1
Abbildunggleichungfir die zweite Spiegdung:
— (cos2cc SN2 \—
“|\sn2a —cos2a J*

Die Verkettungbeade Abbildunge wird durch das Matrizenprodukt

1. Achse >




