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Analytische Geometrie der Kongruenzabbildungen

Grundlagen, Begriffe, Schreibweisen

Achsenkreuz
Die Achsen hel3en in dieser Darstellungx; undx,-Achse.

Punkte

Punkte werden weiterhin mit grof3en, lateinischen Buchgaben

bezeichndg undim Koordinaensystem mit zwei Koordinaen >
festgdegt. Siewerden konsequenterweise mit ,, erster und X1
»Zweiter* Koordinate bezeichnd. Sehr oft werden die Koordinaten mit dem kleinen
Buchgaben bezeichnet, der zum Punkinamen gehdrt. Zum Beispidl: P(pa;p2)
Vektoren
Jedem Punktwird ein Ortsvektor zugeordnd, der im Ursprung beginntundin dem Punkt
endd. Punkte und Ortsvektoren sind in diesem Skript &quivalent. Die Rechnunge, die zu
Abbildungen auggeftiihrit werden, werden in der Matrix-V ektor-Notation durchge tihrt.
Schreibweise: Punkt P(py;pz) , Ortsvektor p = [le
Py
Rechnen mit Vektoren
a) Skalar-Multiplikation
|
Wennk einereelle Zahl ist und v = #V‘; ein Vektor, dannist die Multiplikation eines
V2 i
L N 1 Mk $
Vektors mit einer Zahl erklért durch kv =4 * A
kv2§7( 2
.. a1+b1 __________________
b) Addition i
25 ™ S YUY SO |
Sindc!z:[alj undb:(q] zwei Vektoren, so @ . i
a, ) | |
ist die Addition vonzwei Vektoren erklart i i R
. la+h$ ' ! >
dUl'Ch a+b=#a2+b2§( a al+bl X1
\
X2
c) Subtraktion
1 'a$ I 1p$ o b <
Sind a=4 'g Und b =4 "¢ ZWei Vektoren, soist die : a-b
a b b5 |
Subtraktion von zwei Vektoren erklart durch @l Lo R .
a—6=a+(—1)6=(al_qJ | |
%-h E —>
bl ag X1
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Abbildungen

Wir betrachten hier nur Abbildungen, die eine Geradein eine Gerade abbilden unddie
Paralditdt erhdten. Solche Abbildungen hell3en affine Abbildungen.

Eineaffine Abbildung,die dem Ausgganggunkt X(x1;%2) den BildpunktX’ (X' 1;X' 2) zuordnd,
ha die Form

Koordinaenschre bweise:
Xl':an’xl +a12'X2+d1

X, =ay X tay-x,+d, mita,a,a,,a,,d,d,e!

Matrix-V ektor-Schreibweise

e 2 ee)

die man symbolisch verkiirzen kannzu x'= Alx+d.
Dabs ist A die Abbildungsnatrix und d der Verschiebungsektor.

Beispiele fur Abbildungen
1. ldentische Abbildung
Die identische Abbildungbildet jeden Punkt auf sich selbg ab. Fir jeden Punkt X (X1;%2)
gilt also: X' (X' 1;X' 2) = X(X1;%2). Damit lauten die Abbildunggleichungen:

- X' =1c +0x,40 _ . 1 0%
Y1TN ode augfihdich TrT T . Die Abbildungsnatrix ist dann E:#1 O&
x', =x, x',=0x +1x,+0 "0 19
Einhdatsmatrix genannt
2. Spiegdungan der x;-Achse Ay

Dader UrsprungO auf der Spiegdachse liegt, wird er
auf sich selbst abgebildet. Folglichist d =0 . Fir die
Koordinaen gilt offengchtlich 1

S ik ode inde audiihdichen Koordinaen- L >
xz':! X,

] ] x1'= lx1 +0x2 ]
schreibweise , was sofort zur Matrix-

"— |
X, —Oxl. lx2

Ix'$ 11 08x$
V ektor-Schreibweise #X1 & # &;fxlg fahrt.
nxz'% uO '1%X20/

3. Verschiebung

11
Bel de Verschiebungum #3; wird jeder Punktin x;-Richtungum eine Einhat nach

rechts undin x,-Richtungum 3 Einhdten nach oben verschoben. Es gilt a so:
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X'=X+1=1-x+0-x,+1 _ _ o
ode in Matrix-Vektor-Schreibwei se

X'=X+3=0-X+1-X,+3

|x1$ 11 0$|x1$ 11$

y, 8 #o 18,8 #o%

Wir wollen letztlich zu den Konguenzabbildungen die Abbildunggleichungen bestimmen. Fir
das Aufstellen von Abbildunggleichungen sind die nachfolgenden baden Sétze hilfreich.

Satz Ube die Verschiebunqdes Ursprunqs
Gegeben ist die Abbildungx'= A-x+d.
d=0"1 Der Ursprung O(0;0) wird auf sich selbg abgebildet, lso O =0O'.

Beweis:
x$ 10$
Setzt man den Vektor fir den Ursprungx # &_#O&|nd|eAbb|Idung$JIe|chunge|n so ergibt
X2 0 " /
schfurden Blldvektor X' =a,! 0+a,,!0+d,=d, undx,'=a,,!0+a,,!0+d,=d,, dso
x _d Dannlstx —O@d 0

Das Auffinden der Abbildungsnatrix zu einer geometrisch gegebenen Abbildungwird durch
folgendeprinzpielle Uberlegungganz erheblich vereinfacht:

Satz be das Aufstellen der Abbildungsnatrix
Ist der Verschiebungsektord =0 , o gilt:

. : . [(a c _ — 18 " (a 0%
Die Abbildungsnatrix ist ! Der Basisvektore =# gwird auf ¢,'= unde =# &
b d "0y b "19

m 1c.%
auf e,'=# g abgebildet.
||d0/

Beweis:

_ _ I la c$ 1% " (a

Die Abbildunglautet aso x':#b d&x Setztmanel #O&em soerglbtschsofortq b
0

" 90 I
Ebenso ergibt das Einsetzen von e, = 4 & sofort e,' = [Zj

H# !
Wegen d=0 und dadie Abbildungsnatrix unbe&kanntist, lautet die Abbildung
LA &

a, a, |1 a
# §< Setzt man q undel ein, so erhdt man( ): ]: , dso
) b ay Gy \O a4y

a,, =aund a,, =b. Setzt man entsprechend e2 und e2 ein, so erhdt man



