Reimund Albers Analytische Geometrie der Kongruenzabbildungen

Man erhSt also eine Spiegeung an der zu a parallelen Geraden aQdie durch den Ursprung
verlQuft, mit einer anschlieS8enden Verschiebung.Dabe verl Suft der Verschiebungsektor ¢ von
PO dem an algespiegdten Punkt P, zum PunktP. Dasist aber auch das Doppéte des Vektors
von O zum Fu§punktF des Lotes von O auf die Geradea, also PP = 20F . Inshesondere diese
Interpretation |Ssst sich gYnsig in beide Richtungen einsetzen:
- Man kenntden Winkd o der Spiegdungschse mit der x1-Achse und den FuSpunktF des Lotes
von O auf die Spiegdungschse. Dann lautet die Abbildunggleichung:
Lo_Heos2l  sin2! &) 201':
gf%inZ! " cos2! (
- Kenntman umgekehrt die Abbildunggleichungundist der Verschiebungwektor d senkrecht
zur Spiegdungschse, so kann man mit inversen Winkdfunktonen ausder Matrix den Winkd

o bestimmen und %c? bestimmt dann den Fu8punk des Lotes, also einen Punkt, durch den die

Spiegdungsachse verl Quft.

b) Die drei Spiegdungschsen verlaufen zuenande parallel

EinegYnsige Wah! des Achsenkreuzesist, dass die x,- 4,
Achse entlang de ersten Spiegdungschse aliegt. Dann b
verlQuft die x;-Achse senkrecht zur ersten Spiegdungs a
achse a, zur zweiten Spiegdungschse b und zur dritten
Spiegdungschse c. Es seien ¢ der Absandvonazu b
undfder Abgandvonb zu c.

Da mit diesen Festlegungen die FuSpunke der Lote der
nicht durch den Ursprungverlaufenden Spiegd ungs- f !
achsen b undc bekannt sind, kann man die Abbildungs — '
gleichungen fYrdie Spiegdungen aufstellen.
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Die Verkettungder drei Abbildungen liefert
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Multipliziert man die Gleichungausundfasst zusammen, so ergibt sich.
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Dadie Spiegdungsachse fYrdiese Ergebnismatrix weiterhin parallel zur x-Achse verlQuft, ist

M

der Vektor Zofj senkrecht zu dieser. Daher ist die letzte Abbildunggleichungdigenige, die zu

einer Spiegdungan der Achse d gehdrt. d verlQuft paralel zu a, b undc undha zur x-Achse
einen Abgand von/.
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Die Spiegdungan drei Geraden a, b undc, die zuenande paralel sind undvonénande
die AbgsShde e=d(a,b)bzw. f =d(b,c) haben, lassen sich zu einer Geradenspiegdung

an eine Geraden d zusammenfassen. Dabe ist der Abgand vond zur Geraden agleich f.

c) Diedrei Spiegdungschsen liegenin allgemeiner Lage

EinegYnsige Wahl des Achsenkreuzes ist, die x;-Achse auf die erste Spiegdungschse a zu
legen und den Ursprungin den Schnittpunktvon aundb. Dann verlSuft b durch den Ursprung,
der Winkd zur x;-Achse sei B. Die Geradec sei durch einen Punkt P(p1;p2) undden Winkd y
zir x1-Achse festgdegt.
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Dann sind die Abbildunggleichungen:
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L cos2y sn2y )IC+ P cos2y sn2y 12
sn2y -cos2y Py sn2y -cos2y )\ p,
Die Verkettungder drei Abbildungen liefert

s cos2y sin2y |(cos2fB sin2B (1 O P4 Py | [cos2y sin2y [ P
sin2y —cos2y J\sin2f3 —cos2B){0 -1 D, sin2y —cos2y )\ p,

-10-



Reimund Albers Analytische Geometrie der Kongruenzabbildungen

Die Multiplikation der drei Matrizen ergibt:
#cos2!  sn2! &#Hcos2) sn2) &*#1 0& #cos2! sn2! &#Hcos2) "sSn2)&
n2r 0032!(3.{%in2) " cos2) (8 “%inoy cosZ!(g%inZ) cos2) (
$cos2! cos2" +€n2/ sin2" #cos2! sin2" +€n2! cos2"'  $cos2(! #") €n2(! #") "
=§t51'n2! cos2" #cos2! sn2" #sn2! sn2" #cos2! 0032"2 =%’nZ(! #") #cos2(! # ")z
Die Ergebnismatrix gehsrt zu einer Achsengpiegdung, deren Spiegdungschse mit der x;-Achse
einen Winkd von y - 8 einschliest.

| : |
Der Verschiebungwektor 4 2' Lcos2( sin2( % plz ist der doppéte Vektor von O zum
"p,% "sin2( ' cos2( W p,%
Iig§punktdes L otes auf die Geradec. In der obigen Abbildungist das der PunktF. Nennt man
OF = f soist die Abbildunggleichungder VerknYpfingder drei Spiegelungen
X,"=(C052(y_ﬁ) SIHZ(’}/_ﬁ) JX+2f
sin2(y—B) —cos2(y—-p3)

Geometrische Interpretation

Fs

O_
o
Ty

b|

Zur Spiegdungan cQde Geraden, die mit der x;-Achse einen Winkd von y—f einschliest,
geh3rt der Lotfu§punktG. Man bestimmt den Vektor oG durch
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— 1*- $cos2("! #) s€n2("! #) "' .-
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Ursprunggeraden gespiegdte Vektor f ist.

nroonreoe 1 1

n " noqpP
. _ DU NI I DU L P ,
Dannist GF=OF! OG = f ! Suftf &—Ef+§f =ouftf 3. Der Vektor f wird also zerlegtin

=%:f! }?'j,wobei ' der an der zu cOpaallelen
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P L .
%;f | f$, der senkrecht zu cOverlQuft und die Lage von cOin der Ebene bestimmt, undin

| ! ~ ~
%[jw f'} der parale zu cOverl&ift undden Schubanteil der Schubgiegdungausmacht.
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