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Analytische Geometrie der Kongruenzabbildungen

Grundlagen, Begriffe, Schreibweisen

Achsenkreuz
Die Achsen he8en in dieser Darstellung x; undx-Achse. AXy

Punkte
Punkte werden weiterhin mit gro8en, lateinischen Buchgaben

bezeichng undim Koordinaensystem mit zwei Koordinaen >
festgeegt. Sie werden konsquenterweise mit derserOund X1
dzweiterOK oordinae bezeichné. Sehr oft werden die Koordinaten mit dem kleinen
Buchgaben bezeichnet, der zum Punkinamen gehsrt. Zum Beispidl: P(p1;p2)
Vektoren
Jedem Punktwird ein Ortsvektor zugeordnd, der im Ursprungbeginntundin dem Punkt
endd. Punkte und Ortsvektoren sind in diesem Skript Sjuivalent. Die Rechnunge, die zu
Abbildungen ausgefYht werden, werden in der Matrix-V ektor-Notation durchgef Yirt.
Schreibweise: Punkt P(py;pz) , Ortsvektor p = [ le
P,
Rechnen mit Vektoren
a) Skalar-Multiplikation
|
Wennk einereslle Zahl ist und ¥ = | "1; ein Vektor, dann st die Multiplikation eines
V2 i
Vektors mit einer Zahl erkl St durch - = [le A v
I
b) Addition @ |
ol (3) und 2B e ay [T |
Sind a= und b = zwel Vektoren, so ! !
a, 2 | |
ist die Addition von zwei Vektoren erkl St | i R
! a +h ' ' ”
durch a+b = a atby M
a, +b,
A
X2
c) Subtraktion
Sind 3-8 und 5 =158 zwei vektoren soistdie |/ | i-b
a= = ' [
t & 5
Subtraktion von zwei Vektoren erkl 3t durch e S R :
b I "alb% i :
alb=a+(' b= ' ' |
Fot na 5 >
bl ai X1
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Abbildungen

Wir betrachten hier nur Abbildungen, die eine Geradein eine Gerade abbilden unddie
Parallelit§ erhdten. Solche Abbildunge hei§en affine Abbildungen.

Eineaffine Abbildung,die dem AusganggpunktX (x:;x2) den BildpunktX @xQ;x®) zuordnd,
ha die Form

Koordinaenschrei bweise:
Xl':all !Xl +a12 'X2 +d1

X, =ay X tay -x,+d, mita,,a,,a,,a,,d,d eR

Matrix-V ektor-Schreibweise

! X1‘$_! a, a12$! X1$ ! d1$

% *a, a,%'x% *a.b

die man symbolisch verkYzen kannzu x' = Alx+d.

Dabei ist A die Abbildungsnatrix und d der Verschiebungwektor.

Beispiele fYr Abbildungen
1. ldentische Abbildung
Die identische Abbildungbildet jeden Punkt auf sich selbs ab. FYrjeden Punkt X (x::x)
gilt aso: X@xQ@;xGQ) = X (x1;x2). Damit lauten die Abbildunggleichunge:

= .. ' = . | $
=% oda austVhiich X1 = 0% 0 bie Apbildungsnatrix ist dann E =4 Og,
X, =X, X', =0 +1x, +0 0 19

Einhatsmatrix genannt

2. Spiegdungan der x;-Achse Ay
Dade UrsprungO auf der Spiegdachse liegt, wird er
auf sich selbst abgebildet. Folglichist d =0 . FYr die
Koordinaen gilt offengchtlich 1

X'=X . x
! ' ' ode inde audYhtichen Koordinaen- L >
X=X
) X :1x1+0x2 ]
schreibweise , was sofort zur Matrix-

'= | X’
Xy Oxl. 1>c2

' 1 O .
Vektor-Schreibweise (xl ]:[ Ix‘ } f¥ht.
x'") (0 —=1)\x,

3. Verschiebung

11
Bel de Verschiebungum #3; wird jeder Punktin x;-Richtungum eine Einhat nach

rechts undin x,-Richtungum 3 Einhdten nach oben verschoben. Es gilt a so:
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x'=x+1=1x+0-x,+1 i i . .
, ode in Matrix-V ektor-Schreibweise
xX,'=x,+3=0-x,+1-x,+3
lx'$_11 0858 118

o, 8 #0188 o

Wir wollen letztlich zu den Konguenzabbildungen die Abbildunggleichungen bestimmen. FYr
das Aufstellen von Abbildunggleichunge sind die nachfolgenden beiden SQze hilfreich.

Satz Ybe die Verschiebungdes Ursprungs
Gegeben ist die Abbildungx'= A-x+d.
d=0"! Der UrsprungO(0;0) wird auf sich selbgt abgebildet, also O = 0O

Beweis:

X2
sich fYrden Bildvektor x,'=a,,!0+a,,!0+d, =d,'undx,'=a, '0+a,,'0+d, =d,, dso

%'=d.Dannist X'=0! d=0

. 0
Setzt man den Vektor fYr den Ursprung X = [XlJ: (O] in die Abbildunggleichungein, so ergibt

Das Auffinden der Abbildungsnatrix zu einer geometrisch gegebenen Abbildungwird durch
folgendeprinzipielle T berlegungganz erheblich vereinfacht:

Satz Ybe das Aufstellen der Abbildungsnatrix
st der Verschiebungsektord =0 , o gilt:

a c " (1 " — 0%
Die Abbildungsnatrix ist < Der Basisvektore, = wirdauf g'= a unde =# &
b d 0 b "19
—. 1c$ .
auf ,'=# g abgebildet.
||d0/

Bewels:

g o

: : I, (a c 1$ la$

Die Abbildunglautet also x'= b d x Setzt man e = O& in, so ergibt sich sofort g #b&
y

|
=#
_ _ " la$ la$
Ebenso er gibt das Einsstzen von g :#bo& sofort g ' = # &

n / /

& O

Wegen d= O und dadieAbbiIdung$natrix unbekanntist, Iautet die Abbildung

I
, dso

a $
§

LA ad la, a,%1%
X'= # g Setzt man e1 undel en, soerhStman# &= g:f&:
0% "a,,

& b% a,,
a,, =aunda,, =b. Setzt man entsprechend e; und éz'ein, so erhSt man
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1c$ ! $0$ 'a. $
#(:84:#all Pz 0&=ﬁa12g, dso a,=cunda, =d.
"d% 1 a22 01% a22/

Damit ist die Abbildungsnatrix bestimmt.

Die Abbildungsgleichungen der Kongruenzabbildungen

Mit dem Satz Ybe das Aufstellen der Abbildungsnatrix stellen wir nundie Abbildungsnatrizen
fYr Drehungen und Spiegd ungen auf.

Drehungum den Ursprung O um den Winkd $ (siehe nachfolgendeZeichnung,links)

Die Drehung um den UrsprungO umden Winke $ ist gegeben durch x' = AlX,
cos o —sinaj

woba die Abbildungsnatrix A:[ ist.

sinox  coso

EQ’ F2

b
cos o E;

01

-sin o cos o F,

Spiegdungan einer Geraden, die mit der x;-Achse den Winkd o einschliest

Die Spiegdung an einer Geraden, die durch den Ursprung O verlQuft undmit der x;-Achse
den Winkd o einschliest, ist gegeben durch x'=Alx, wobei die Abbildungsmatrix
#cos2!  sn2! &
“%in2r " cos2/ ( '

In der Euklidischen Geometrie haten wir eine Verschiebungdurch einen Verschiebungwektor
beschrieben, der wiederum durch einen Anfangs und Endpunktgegeben war. In de
Koordinaenebenewird be eine Verschiebung der UrsprungO nicht auf sich selbs abgebilde,
sonden in einen BildpunktO® O verschoben. Nach dem Satz Ybe die Verschiebungdes
Ursprungsist der Verschiebungwektor d . Daeine Verschiebungum den Nullvektor die
|dentitS ergibt, muss die Abbildungsnatrix die Einhdtsmatrix sein.



