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1 Abstract

Nach einer kurzen historischenineitung wird der Satz von Desargues anhand von
Graphiken schrittweise anschaulich erlautert und im Anschluss daran mit dem Satz des
Menelaos (genauer: dem Umkehrsatz von Menelaos) bewiesen.

Das Wissen Uber den Satz des Menelaos und dessen Beweisfiiinenthgn vorausgesetzt

und sind deshalb nicht Gegenstand dieser Ausarbeitung. Fur weiter Interessierte sei auf das

Literaturverzeichnis am Ende dieses Textes verwiesen.

2 Einleitung

Die geometrische Theorie der Perspekt{genauer: deiMalereivon
Gemald@ mit perspektivischer Wirkungvurde erstmalsvon Filippo
Brunelleschi (1371446)angewendet, einem Malerahitekten, der

auchdie achteckige Kuppel des Doms in Florenz denlheute, sich

é ebenfalls in Florenz befindlichen und mehrere Museen beinhalteten

ot |
i.ﬂ PitticPalast entwarf

Yol

In diesem alsoZentralperspektivé ¥  2aBcB bRluchtpunktperspektvé o6 ST SA OKy S
Verfahrenwerden raumparallele Kanten nicht abbildungsparallel dargestellt, sonde&rn
vereinigen sich optisch in einem scheinbaren, gedachteniralen Punkt, dem sog.
Fluchtpunkt. Der auf der Horizontlinie liegende Fluchtpunkt lasst sich tUber die Schnittstelle
finden, die durch die Verlangerung der in der Realitdt parallel liegenden Objektkanten

entsteht.

Seite3von19



cooo0c00000QC
M // .\‘\\Y"Jil]lll‘ﬂlilllllYl’l'l'l‘-l'l'lh'.lllylll’l
i X
- ~ Suus 4
o . D t
g | 28 B A "
s W ammm
A D 7~ v -
A y Do 4 ==\
A7 7 i ’. Sd)
) ——

Abbildung 22-1: Zentralperspektive

Die Zentralperspektivest die einfachste Form der Perspektivad richtet die gezeichneten
Objekte auf dieserFluchtpunkt hin aus Auch wenn durch unterschiedlich verlaufende
Objektkanten mehrere Fluchtpunkte entstehemie etwa bei der Darstellung eines Hauses,
liegen diesalannalle aufeiner Horizontlinie.Die dem Betrachter zugewandten Flachen des
Objektes sind bildparallel, wahrend die in die Tiefe des Raumes fiihrenden Raumkanten sich

scheinbar in einem Fluchtpun&tn Horizont vereinigen.

J— Diese Theorie der Perspektive wurde spater von dem
franzosischerArchitektenund Mathematiker Gérard Desargues
(1591-1661) wieder aufgegriffen. Sein'ZweiDreieckeSatz’,
letztendlich als oSatz von Desarguésekannt, erlangte e
ahnliche Bedeutung wie beispielsweise der Satz von Menelaos.

Auf diesen Satz werden wir noch ndher eingehen, denn wir

werden den Satz von Desargues mit Hilfe des Satzes von

Menelaos, genauer mit dessen Umkehrsatz, geometriscbweisen. Zur graphischen
Unterstiitzung kommt hierbei das dynamischtathematikGeometrieprogramm GeoGebra

zur Anwendung mit dessen Hilfauchdie Diagramme inliesem Referagntstanden sind.

! siehewww.geogebra.org
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3 Der Satz von Desargues

Um den Satz von Desarguessserzu verstehen, erlautern wir adieser Stellesorab einige

wesentlicheZusammenhange:

Wenn sich zwegeometrisch ahnlich&iguren(in unserem Fall zwei Dreiecke) aufgrund der
Lage ihrer Eckpunkteund ihrer durchlaufenden Verbindungstaden so aufeinander
beziehen lassen, dass atleei Verbindungsgeraden durch eineveiteren, zentralerPunktZ
gehen, dann heifddiese geometrische Figurenkonstellatioperspektiv bezlglich dieses

zentralenPunktes.

Abbildung3-1: 2 Dreiecke perspektivériglich eines Punktes Z

Das Dreieck A'B'C'entsteht als Bild vom ABCunter der Streckung mitlem PunktzZ, die A
aufAY . | dzF . &bbildey R / | dzF [/ W

Ist weiterhin die Bedingung erfllltdass sich je zwei zusammengehorigeerlangerte
Geradenzweia korrespondierender Objektseiten jeweils Punkten schneiden, didann
alle auf einer Geraderg liegen, so heiRen die beidebetrachteten Figuren perspektiv

beziglich dieser Geraden.
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Im Sinneder projektiven Geometrie besagt deZweiDreieckeSatzi von Desargues, dass
zwei bezuglich eines Punktes perspektive Dreieglegchzeitigauch perspektiv bezlglich

einer Geraden sind.

Formulierung:

Sind zwei Dreiecke perspektiv bezlglich eines Purdkiesi schneiden sich die Paare

entsprechender Seiten, dariegen die drei Schnittpunktd, V, und Wauf einer Geradeg.

5AS {OKyAGGLMHzy13G0S RSN { GNBO1SY RdzZNOK ./ dz¥R

{GNBO1S RdAzZNOK ! . dzyR ' Q. W gSNRSYy YAl ! 3 £ dzy
Die Verbindungslinie a geht dabei dugh- & t dzy {1 G SLI F NJ ' ! WS +SNDBAYF
tdzy 1] GSLI NI .. W dzyR SYGaALINSOKSYR RAS SNBAYRM

Verbindungslinien missen sich in einem Punkt Z schneiden, damit der Satz von Desargues

Gultigkeit hat.

Verbindungslinie b Verbindungslinie ¢

Abbildung3-2: 2 Dreiecke perspektiv bezlglich eines zentralen Punktes Z und einer Geraden g
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Voraussetzung:

Gegeben sind die beidddreiecken ABC ungh ! Q . nait/AlPW BB'I CC= Punkt Z.
Dieverlangertengriinen und roterSeitender beidenkorrespondierende Dreiecke ABC und
I Q. vievdep dabei definiert als:

ABI A'B'=PunktW, BCIl B'C'=PunktU und CAIl C'A'=PunktV

Die Punkte U, V und Wegengemeinsanmauf einer Geraden.g

3.1 Projektive Form

Satzvon Desargues

Liegen die Schnittpunkte U, V, ®Wér entsprechend verlangertegriinen und rotenSeiten
zweierkorresponderende Dreiecken ABC unch! Q. Q/ W | dzZF SAYSNJ DSNI RS
blauen Verbindungslinien a, b, ¢ der entsprechendéwrrespondierenden Eckpunkten

beider Dreiecke durch den Punkt Z.

Umkehrsatz vom Satz von Desargues

Umgekehrt schneiden sich didauenVerbindungslinien a, b, ¢ entsprechender Ecken zweier
Dreiecken ABC undh! Q. Q/ W 3Syl dz RIyys>S ¢Sygntsgrekhend{ OKY A i
verlangertengrinen und rotenSeitender beidenkorrespondierenda Dreieckeauf einer

Geraden g liegen.
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3.2 Affine Form

1. Fall

Der erste Fall existiert, wenbei einer Konfiguratiorder gemeinsame (zentrale) Punkt
direkt auf einer der griinen oder roten Seiten oder deren Verlangerungslinien der beiden
korrespondierenden Dreieckeliegt, was automatisch zu einer dagerung der
betreffenden Verbindungsgeradamd ihres korrespondierenden Pendants fuhrt. In diesem

Fallspricht mandannauch voma ifien Satz von Desargues

Abbildung3-3: Kleiner Satz von Desaugs
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2. Fall
Wenn zwei Dreiecksseiten parallel verlaufen und nicht Gibereinander liegen, so verlauft die

Gerade g auch parallel zu den parallelen Seiten der beiden Dreiecke.

I Y] WC = Schnittpunkt V
. QI BC = Schnittpunkt U
Q. W pp ! . B D
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Abbildung3-4: Zweikorrespondierende Seite parallel zueinander damit auchdie Gerade g paralledazu
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3. Fall
Sind zwei Seiten der jeweilig korrespondierenden Dreiecke parallel, so sind damit
automatisch auch die letzten Seiten der Dreiecke parallel.

Der Fall, dass nwier korrespondierende Seiten parallel laufen, existiert nicht.

y2

»

Abbildung3-5: Alle korrespondierendenSeiten der beiden Dreieckgarallel zueinander

Y/ Y pp 1/
QW oy L
F'Q. ¥ pp !
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3.3 Allgemein

Im Allgemeinen kann man festh@n, dass inmindestens dreidimensionaleraffinen und
projektiven Raumen der Satz von Desargues imgiky wobei der Beweis daflr relativ
einfach ist

Anzumerken ist allerdings an dieser Stelle, dassh affine und projektive Eben@xistieren
in deren der Satz von Desargueght gilt, etwa dieMoulton-Ebene die in denBlichen von

Pickert und HugheBiper ausfuhrlich beschrieben ist.

Anmerkung:

Man kann die Sonderfélle midem allgemeinen Fall vereinheitlichen, wenn man die
OAISYaO0OKIFG aadaAyR LI NFYftSta AYUGSNLINSBGASNI Y
5Fyy 3A00 Sa& AYYSNI RAS {OKyAdGlGLHzy1GS ! = % dz
dieser Schritt wird irder projektiven Geometrie getan, in der axiomatisch gefordert wird,

dass zu zwei Geraden immer ein Schnittpunkt existiert.

4 Der Beweis des Satzes von Desargues

Wie anfangs erwahnt, spielt beim Beweis &#2svon Desarguesder Satz des Menelaos
eine baleutende Rolle, genauer gesagt: dessen Umkehré2ds Verbliffende an beiden
Satzen ist, dass man sich die Ahnlichkeiten beider Satze bei der Beweisfiihrung zu Nutze

macht.

Wahrend der Satz von Desargues genau dann gilt, wenn die drei in unserem Beispiel
benannten Schnittpunkte U, V, W, gebildet aus den verlangerten Seitenkanten der zwei in
unserem Beispiel korrespondierenden Dreiepk@BCundn AB@Q > £ £ S | dzF SAy SN
liegen, verlangt der Umkehrsatz des Menelaos, das eine ein Dreieck durchdeeBerade

die Seitenkanten des betrachteten Dreiecks schneidet. Dabei wird die dritte, originar nicht
geschnittene Dreiecksseite entsprechend so verlangert, dass auch sie diese Gerade
schneidet. Wenn jetzt alle drei Schnittpunkte auf der Geraden liegendim Multiplikation

der Verhéltnisse der geteilten Dreiecksseitenkanten genau den Weetgibt, ist der

Umkehrsatz des Menelaos erfllt.
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Abbildung4-1: Satz des Menelaos

In unserem Beispiel verlaufAidS &S o a-BEREF RZa ®RdAzZNOK RAS tdzy10dS
Yy SdzS o a Dyefedk betiviedt sichalgWVBQ® 9AY ¢ SAf RSNJ dzaNAE LINNY
DSNI RS adSttid RIFIOSA RAS f ID6iEcBSNBVBQ SREKNE RB40 §
diese Seite des Diextks dabei geeignet verlangert wird, um den dritten Schnittpunkt mit der
ySdzSy o a-Gefafid kw2 &rfeugen. Hingegen stellt die léangste Seite unseres
urspriinglich betrachteten, roten Dreiecks AB@Q 2SGT G SAYy ¢SAf- RSNJI )
Gerade dar. Somikénnen die anfangs genannten Ahnlichkeiten der beiden Satze auch

graphisch eindeutig benannt werden.

Nach dem Umkehrsatz des Menelaos gilt in unserem Beispiel folgende Verhéltnisgleichung:

, AU, TV_
Tu BV

(o8]

2z

>

Ausgehend vom zentralen Punkt Z wirdzfetler Beweis durch die dreimalige Anwendung

des Umkehrsatzes des Menelaos hergeleitet mit dem Ziel, alle existierenden Punkte unserer
kompletten geometrischen Figur der beiden korrespondierenden Dreiecke in Abhangigkeit

zu einander zu beschreiben (genaver T dz SNNBAOKSy 0 ® 5AS Aya3asSal
Dreiecke werden in unserem Beispiel zur besseren Verdeutlichung farblich hinterlegt

dargestellt.
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Starten wir den Beweis mit der Anwendung des obigen Satzes bezogen auf die erste

mogliche Dreieckskombitian firrnz . . Q o1 Af Faal 4l wmoY

BW , AA, ZB 1
AW ZA BB

Abbildung4-2: Hilfssatz 1
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