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Vorwort

Diese Ausarbeitung wurde im Rahmen der Geometrie-Vorlesung (VAK 03-220) von
Prof. Dr. Albers & Prof. Dr. Peitgen im Sommersemester 2007 an der Universitat Bremen im
Fachbereich 03 Mathematik/Informatik erstellt und dient zur Unterstltzung des von den
Autoren gehaltenen Vortags vom 2. Juli 2007.

Thema sind das Sehnen- sowie das Tangentenviereck, welche mittels der dynamischen

Lernsoftware GeoGebra, die im Internet unter der Adresse www.geogebra.at freizuganglich

ist, untersucht werden.

Grundlage der Ausarbeitung ist der Inhalt der bereits erwédhnten Geometrie-Vorlesung, wobei
insbesondere die Satze zur Kongruenz, Ahnlichkeit und dem Flacheninhalt von Dreiecken,

sowie dem Peripherie-Winkel-Satz vorauszusetzen sind.

Ein hdufig verwendeter Begriff ist die Supplementaritat zweier Winkel, welche die
Eigenschaft beschreibt, dass diese sich zu 180° ergéanzen.

Viel SpaR beim Lesen wiinschen

Sarah Schultze & Jakob Priwitzer Bremen, den 15.08.2007
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Das Sehnenviereck

1. Definition

Ein Viereck, das einen Umkreis besitzt, nennt man ein Sehnenviereck.
Anders ausgedriickt ist ein Sehnenviereck ein Viereck, dessen Eckpunkte auf einem Kreis
liegen, dem Umkreis des Vierecks. Folglich sind alle Seiten des Sehnenvierecks Sehnen des

Umkreises.

Diese Definition schlief3t auch Gberschlagene Vierecke ein. In dieser Ausarbeitung wird stets

davon ausgegangen, dass ein konvexes Sehnenviereck vorliegt.

1.1  Selbstversuch

Anhand dieser Definition soll nun versucht werden, selbst ein Sehnenviereck zu erstellen.
Hierzu dient der folgende Link, in dem man die vier Eckpunkte des vorgegebenen

Vierecks verschieben kann, bis ein Sehnenviereck erstellt ist. Definition.qgb

Zur Uberpriifung dient folgende Zeichnung: Definition-Uberpriifung.ggb

2. Veranschaulichung




3. Konstruktion

Am einfachsten lasst sich ein Sehnenviereck konstruieren, indem man auf einen beliebigen

Kreis vier Punkte wéhlt und diese miteinander verbindet. (\Vergleiche Abb. 1)

Eine andere Mdoglichkeit ein Sehnenviereck zu konstruieren, ergibt sich, indem man ein
beliebiges Viereck betrachtet und die vier Winkelhalbierenden einzeichnet. Es ergeben
sich vier Schnittpunkte dieser Winkelhalbierenden, die nun wiederum ein Viereck erzeugen.
Bei diesem neu entstandenen Viereck handelt es sich um ein Sehnenviereck

Der Beweis hierzu befindet sich im Anhang (5.1) .

Zur Veranschaulichung dieser Konstruktion dient der folgende Link:

Konstruktions Veranschaulichung 2.ggb

4. Eigenschaften im Sehnenviereck

Im Folgenden sollen die Winkel im Sehnenviereck erkundet werden. Hierzu soll nun zunéchst

selbststandig die folgende Datei betrachtet werden. Was fallt auf ? Winkelsatz.ggb

Zu erkennen ist die nachfolgende Schlussfolgerung, die als Winkelsatz formuliert werden

kann.

4.1 Winkelsatz

In einem Sehnenviereck ist die Summe der GréRen D

gegeniiberliegender Innenwinkel stets

Daraus folgt, dass und

gilt.




41.1 Beweis

Betrachtet werden soll das nebenstehende
Sehnenviereck mit seinem Umkreis. Ziehen wir von
dessen Mittelpunkt Verbindungslinien zu den
Eckpunkten, so entstehen vier gleichschenklige
Dreiecke und , deren gleich
lange Schenkel die Lange  haben. Wobei  der
Radius des Umkreises vom Sehnenviereck ist.
Daraus folgt nun, dass die zugehorigen Basiswinkel
in jedem dieser Dreiecke gleich groR sind:

Anhand des Bildes lasst sich ablesen, dass die Winkelsumme im Sehnenwinkel aus
! " #$ Dbesteht.

Daraus folgt, dass ist.

Dies ist die Summe der GroRen zweier gegeniiberliegender Innenwinkel. %

4.2 Sehnensatz

Die beiden Diagonalen und &eines Sehnenvierecks teilen
das Sehnenviereck in vier Teildreiecke. Es gilt: Je zwei
gegentberliegende Dreiecke sind zueinander dhnlich.

In nebenstehendem Beispiel wirde dies bedeuten, dass die
Dreiecke * ( und * ( zu einander dhnlich sind. Sowie
die Dreiecke * ( und = ( .




42.1 Beweis

Fur diesen Beweis sollen die Dreiecke ( sowie ( betrachtet werden und ihre
Ahnlichkeit gezeigt werden. Der Beweis
fur die Dreiecke * ( und * ( ergibt

sich analog.

( soll der Schnittpunkt der Diagonalen
sein. Es genlgt zu zeigen, dass die
betrachteten Dreiecke in allen drei
Winkeln bereinstimmen. Fir die Winkel

( ( ist dies der Fall, da sie
Scheitelwinkel  sind.

bzw. gilt, da diese

jeweils gleiche Peripheriewinkel ber den
Sehnen ))) bzw. ) sind. %

4.3  Geschichtlicher Hintergrund tber Claudius Ptoleméaus

Eine weitere Eigenschaft, welche Sehnenvierecke besitzen, wurde von Ptolemdus formuliert,
Uber dessen Leben wenig bekannt ist. Man weil3 jedoch, dass er etwa im Jahr 87 n. Chr. im
agyptischen Alexandria geboren ist und sich der mathematischen und astronomischen
Wissenschaft zuwandte, die er wesentlich mitbegriindete. Zudem schuf er das Standardwerk
der Astronomie fir das gesamte Mittelalter hindurch und untermauerte die Theorie, wonach
die Erde der feste Mittelpunkt des Weltalls sei. Um sie kreisten nach seiner Auffassung alle
anderen Himmelskdorper. Weiterhin beschaftigte sich Ptolemdus mit Musiktheorie und

optischen Experimenten zur Lichtbrechung. Er starb letztlich etwa im Jahr 150 in Alexandria.

Als Motivation fir seinen Satz, soll die folgende Anschauung dienen, die im Selbststudium

untersucht werden soll. Ptoleméus Anschauung.ggb

Nach dieser Einfuhrung soll nun Ptolemdus Satz und dessen Beweis angefiihrt werden.



4.3.1 Satz des Ptoleméaus

In einem konvexen Sehnenviereck ist die Summe der Produkte gegeniberliegender

Seitenlédngen gleich dem Produkt der Diagonalenléangen:  *+ I 4

43.2 Beweis

Fur diesen Beweis bendtigt man zundchst einen
Hilfspunkt O bzw. eine Hilfsstrecke ))D.

Dieser/Diese ergibt sich, wenn man den Winkel , der
zwischen der Diagonalen & und der Seite 1 liegt in

abtragt. Man erhélt den Winkel = und somit O
bzw. )D.

Nun zerteile die Diagonale )))) das Sehnenviereck in zwei

Dreiecke (die hier farbig gekennzeichnet sind).

Zu diesen Dreiecken gibt es zwei ahnliche Dreiecke.

& "
Das Dreieck 2 O ist dem Dreieck 2 ahnlich,

denn die Dreiecke stimmen in zwei Winkelgréfien

uberein.
1. nach Voraussetzung
\ /"" 2. Die turkisenen Winkel sind gleich groB, da
AN S
~_ - dies Peripheriewinkel Uber der Sehne )))) sind.
() 9

T . . o .3 6
WegenderAhnllchkeltderDreleckeglltdleProportlong4 Z oder 1& 8.




Somit sind diese beiden Dreiecke dhnlich und es

. . . 3 >
lasst sich die Beziehung = 7herste|len.

Anders ausgedriickt, ergibt sich & 1

Addiert man beide Seiten der Produkt-

gleichungen, so ergibt sich
1& 2& 8 1 oder

& 8 1 %

Der Satz ist umkehrbar:

Gilt in einem Viereck die Beziehung & 1

Das Dreieck © ist dem Dreieck "0
ahnlich, denn die Dreiecke stimmen in zwei

WinkelgroRen tberein.

1. Die Winkel in  sind gleich grol3, da
beide Winkel von oben um den gleichen
Winkel O verringert wurden.

2. Die turkisenen sind gleich groR, da
sie Peripheriewinkel tiber der Sehne )))

darstellen.

8 so liegen die Eckpunkte des Vierecks

auf einem Kreis und das Viereck ist ein Sehnenviereck.



4.4 Satz Uber ein Rechteck im Sehnenviereck

Jede Diagonale teilt das Sehnenviereck in zweidiaigcke auf, so dass insgesamt vier
Teildreiecke entstehen. Verbindet man die Mittekiander vier Inkreise dieser vier

Teildreiecke, so ergibt sich ein Rechteck.

' 20; "9 . ' ' 7?0 "



