Fotorealistische Bilder zur vektoriellen Geometrie

Workshop von Reimund Albers auf der Lehrerakademie Bremen, 2003

Sie kennen sicher zur Genüge Aufgaben folgenden Typs:
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(Bayrisches Zentralabitur,Grundkurs Mathematik Abiturprüfung

1997 Analytische Geometrie Aufgabe VI)
In einem kartesischen Koordinatensystem sind der Punkt C(4/0/4), die Ebene 

E:2x1 - x2 + 2x3 + 2 = 0 und die Gerade 
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7 Gerade(ak, 2}, a2, v, vy, vz) Gerade durih den Punkt A

v 2.5, Gerade(1,5,-5,-1,0,1)

7 Ebene_Farbei(a,b,c,d) ist gie Ebene 1h der’Nofmals
2.5, Ebene_Farbei(1,-2,0,3

- Objekte der Aufgabe

PUNKE(4,0,4,"C")
Ebene_Farbel(2,71,2,-2)
Gerade(z,0,0,1,0,%)



gegeben.

1. a) Zeigen Sie, daß der Punkt C auf der Geraden g liegt.                         

(2 BE)

b) Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts A der Geraden g mit der Ebene E. [Ergebnis: A( l/0/-2)]                                      




 (4 BE)

c) Berechnen Sie den Winkel zwischen einem Richtungsvektor der Geraden g und einem Normalenvektor der Ebene E1 auf 0,1° genau.

Unter welchem Winkel schneidet also die Gerade g die Ebene E1?            
(5 BE)

d) Ermitteln Sie den Abstand des Punkts C von der Ebene E1.
Prüfen Sie, ob der Punkt C und der Ursprung 0 des Koordinatensystems auf verschiedenen Seiten der Ebene E1 liegen.                                 

(5 BE)

Die Ebene E2 enthält die Gerade g und steht senkrecht auf der Ebene E1.

2. a) Stellen Sie eine Gleichung der Ebene E2 in Normalenform auf.

[mögliches Ergebnis: E2: 2x1 + 2x2 - x3 - 4 =: 0]              


(5 BE)

b) Bestimmen Sie eine Gleichung der Schnittgeraden s der beiden Ebenen E1 und E2.

[mögliches Ergebnis: s:  
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(6 BE)

c) Bestimmen Sie auf der Geraden s den Punkt B so, daß das Dreieck ABC (A: Teilaufgabe lb) bei C einen rechten Winkel besitzt. Fertigen Sie eine Skizze an, die das Dreieck ABC sowie die Geraden g und s enthält. [Ergebnis: B(-4/10/8)]    


(7 BE)

d) Durch Rotation des Dreiecks ABC um die Gerade AB als Achse entsteht ein Doppelkegel, der aus zwei geraden Kreiskegeln mit gemeinsamer Grundfläche besteht.

Berechnen Sie das Volumen dieses Doppelkegels.                         

(6 BE) 

(40 BE)

Zu dieser Aufgabe werden wir mit Hilfe der Software „POV-Ray“ und vorgefertigten Dateien Bilder anfertigen, die

- die geometrischen Objekte darstellen

- für durchgeführte Rechnungen eine gewisse Kontrolle liefern

- richtig gut aussehen und so Schülerrinnen und Schüler motivieren

Wir gehen davon aus, dass POV-Ray installiert ist und Sie die Vorlagendateien aus dem Workshop auf Ihre Festplatte kopiert haben.
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Duplizieren Sie den Ordner „Aufgabenvorlage“ und benennen Sie ihn sinnvoll um.

· Starten Sie POV-Ray. 

· Öffnen Sie den gerade erstellten Ordner und wählen Sie hieraus das File „Objekte“.
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#declare
Sdeciare
Sdeciare
Sdeciare
Sdeciare
Sdeciare

#declare Kamera_alpha = 503 /7 Gibt den seitlichen Drefwinkel an  (-180;+130)
#declare Kamera beta = 10} /7 Gibt den Drefwinkel hoch/runter an (-305+90)

Sdeciare Kamerazoom - 1.5; // Je groRer die Zan, deste Starker der Zeomerfekt (0,5i3)
#declare radi = 0.08;  // bestimmt die Dicke der Koordinatenstangen (um 0,1)

s Dateien, die mit in das Projekt eingebunden werden

#include "filmset. pov”

Hinclude "materiai: pov:

#include "Kosystem: pov'

Hinciude "macros. pov-

s Koordinatenachsen ung -kasten

object{ Koosys }
object{ Kasten }

4 Objekte der Aufgabe -

7/ cunce o py ez ey 2o munea 2,03 0000

77 Garade(ak, &y, a2, v, vy, v2) Gerade durih den Punkt ACax,ay,az) mit dem Richtungsvektor v
v 2.8, Gerade(1,6,-5,-1,0,1)

/7 ebene_Farbei(a,b,c,d) ist die Ebene 17 der NoFmAlinform ax + by + cz = d

2 2.5, Ebene_Farbel(,2,0,7)
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· Geben Sie die in der Aufgabe gegebenen Objekte in die letzte Zeile unter der Erläuterung (in Grün) ein:
Punkt(4,0,4,“C“)
Ebene_Farbe1(2,-1,2,-2)
Gerade(2,0,0,1,0,2)
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Mit diesen drei Objekten soll ein erstes Bild erzeugt werden.

· Klicken Sie dazu oben im Fenster in der Reihe der Piktogramme zunächst Save, dann Run.
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Unser erstes Bild zeigt:

- die drei Koordinatenachsen

- einen kastenförmigen Rahmen

- offensichtlich unsere eingegebenen Objekte, nämlich den Punkt C, eine Gerade und eine Ebene. Letztere sind in der Darstellung auf das Innere des Kastens begrenzt.

An unserem Bild fällt auf, dass

- der  „Kasten“ rechts und unten durchaus kürzer sein kann

- die Kamera etwas nach links gedreht werden kann

- die geraden Linien seltsam zackig aussehen

An diesen drei Problemen wollen wir lernen, welche Einstellungsmöglichkeiten für ein Bild bestehen.

1. Der Kasten soll rechts (xmax) um eine Einheit, unten (ymin) um zwei Einheiten verkürzt werden.

Die notwendigen Werte dazu finden wir im Text ganz oben unter „Einstellungen“. Die Variablen „xmin“, „xmax“ u.s.w. sind selbsterklärend. Wir ändern xmax von 8 auf 7 und ymin von –5 auf  -3. Save und Run gibt uns das neue Bild.
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2. Die Kamera soll etwas nach links gedreht werden, also etwas mehr zur negativen z-Achse.

Laut den Erläuterungen im Text für die Objekte wird die seitliche Drehung durch den Winkel Kamera_alpha bestimmt. Alle Drehungen in POV-Ray veranschaulicht man sich durch die linke Hand: der Daumen zeigt in Richtung der Drehachse (hier die y-Achse), die Finger zeigen dann in die positive Drehrichtung. Die 0°-Achse für Kamera_alpha ist die positive x-Achse. Aus all dem folgt, dass der Winkel Kamera_alpha leicht vergrößert werden muss, wir setzen ihn auf  60°.
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3. Die geraden Linien der „Stangen“ sollen glatter aussehen.

Oben links über den Filenamen sehen Sie die Information [512 x 384, no AA]. Das Dreieck daneben deutet an, dass hier ein Auswahlmenu aufgeklappt werden kann. Es zeigt verschiedene Einstellungen für das Bild. Die Zahlen bedeuten die Abmessungen in Pixeln, AA steht für „Anti-Aliasing“ was bedeutet, dass mit einem erhöhten Rechenaufwand die Kanten von Objekten glatter erscheinen. Wählen Sie also [512 x 384, AA 0,3], so bleibt zwar die Bildgröße gleich, es wird aber nun mit „Anti-Aliasing“ gerechnet. Die beiden Zahlen sind Hinweise auf Parameter, die hier aber nicht erläutert werden sollen. Save und Run erzeugt das neue Bild, das nun aber deutlich länger für die Fertigstellung braucht. Wie man sieht, ist allerdings die Qualität deutlich besser, denn die „Stangen“ weisen nun nicht mehr die Zacken auf.
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Gehen wir ein wenig weiter in der Aufgabe: 

1. a) Zeigen Sie, daß der Punkt C auf der Geraden g liegt.                         

(2 BE)

b) Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts A der Geraden g mit der Ebene E. [Ergebnis: A( l/0/-2)]                                      




 (4 BE)

Das Bild zeigt deutlich, dass der Punkt C auf der Geraden liegt.

Für die Kontrolle des Schnittpunktes zeichnen wir diesen ein. Also schreiben Sie unter die letzte Zeile „Punkt(1,0,-2,“A“)“ und lassen uns wieder ein Bild darstellen.

A ist in der Tat der Schnittpunkt von Gerade und Ebene. Die Benennung des Punktes ist allerdings gerade hinter der Ebene.

Sie sehen, was dieses Programm leistet: Es stellt Rechenergebnisse dar, ist aber in keiner Weise bei den Rechenwegen behilflich.

Auf ähnliche Weise kann man nun schrittweise die Aufgabe durchrechnen und neue Objekte in die Beschreibung einfügen. Wir verzichten aber darauf und springen an das Ende der Aufgabe. Insgesamt haben wir dann eingefügt:

Ebene_Farbe2(2,2,-1,4)

Gerade(0,2,0,-1,2,2)

Punkt(-4,10,8,“B“)

Außerdem sind die Grenzen des Achsenkreuzes für ymax auf 10 und für zmax auf 8 gesetzt worden, damit der Punkt B innerhalb des Kastens liegt. 
Das endgültige Bild ist dann:
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Es folgen nun einige Anmerkungen zu den Files und deren Inhalt. Zunächst jedoch eine kurze Erläuterung des Ray-Tracing:

(Quelle: http://newmedia.idv.edu/fhtw/newmedia95w/s115486/ray.html)
Der Grundgedanke ist bemerkenswert einfach: Die von einer Lichtquelle ausströmenden unendlich vielen Lichtstrahlen werden von Objekten in unserer Realität reflektiert und gebrochen, bis einige wenige das Auge des Betrachters (oder beim Fotoapparat die Linse) erreichen und somit das Bild seiner Umgebung projizieren . Beim Ray-Tracing verläuft dieses Verfahren umgekehrt. Da nicht unendlich viele Strahlen einer Lichtquelle in einer Berechnung verfolgt werden können, werden nur genau die Strahlen betrachtet, die das Auge des Beobachters oder eine gedachte Kamera erreichen. Dies wird möglich, indem man Strahlen vom Auge des Betrachters in die Objektwelt aussendet. Für jeden Pixel auf dem Bildschirm wird ein "Lichtstrahl" vom Auge des Betrachters auf den Bildschirm und dann auf ein Objekt der Szene geworfen, auf das der Strahl zuerst trifft. Der auftreffende Strahl wird von der Oberfläche reflektiert, bzw. gebrochen. Der Lichtstrahl wird weiter in die Szene geworfen und verfolgt, bis er auf eine Lichtquelle trifft oder die Szene gänzlich verläßt. Bei jedem Treffer wird die Primär-Intensität an der Oberflächenstelle ermittelt. Nach Verlassen der Szene werden rückwärts Farbe und Intensität an allen Knotenpunkten auf den Oberflächen von sichtbaren Körpern berechnet.

Daraus folgt, dass es für das Ray-Tracing einer Szene eine Kamera, Lichtquellen und Objekte mit einer wohl definierten, farbigen Oberfläche geben muss. Diese Dinge werden in den Files festgelegt („programmiert“), die außer „Objekte.pov“ noch im Ordner „Aufgabenvorlage“ vorhanden sind.

Filmset.pov
definiert die Kamera und die Lichtquellen

Material.pov
definiert die Farben und Oberflächen

KoSystem.pov
definiert die Achsen und den „Kasten“

Macros.pov
definiert parameterabhängige Zwischenobjekte, die letztlich mit konkreten Parameterwerten aufgerufen werden

Bemerkungen zu Filmset.pov:

Die wesentlichen Veränderungsparameter für diese Definitionen sind herausgelegt in die Variablen Kamera_alpha, Kamera_beta und Kamera_zoom, die im File „Objekte.pov“ verändert werden können. Die Wirkungen dieser Parameter sind oben erläutert. Mit dem Parameter Kamera_zoom spielt man am besten ein wenig herum, um ein Gespür  für seine Wirkung zu bekommen.

Bemerkungen zu Material.pov:

Zu Beginn des Files sind die verwendeten Farben definiert über die Rot-, Grün- und Blauanteile, die von 0 bis 1 laufen können. Die nachfolgenden Texturen (Oberflächenbeschreibungen) erfordern bereits nähere Kenntnisse von POV-Ray.
Bemerkungen zu KoSystem.pov:

Hier werden die beiden Objekte als Vereinigung (union) diverser Unterobjekte beschrieben.
Bemerkungen zu Macros.pov:

Die Macros sind hier Objekte, deren genaue Dimension noch durch Parameter offen gelassen ist, deren Textur hier aber schon festgelegt ist.
Alle Files lassen sich einfach verändern und fordern geradezu zum Ausprobieren heraus. Da Sie auf der CD eine Kopie der unveränderten Daten haben, sollten Sie durchaus Veränderungen der Beschreibungen versuchen. Durch Analogieschlüsse können Sie sogar weitere Farben, Texturen oder Macros hinzufügen.
Wenn Sie mehr über POV-Ray erfahren wollen, schauen Sie in der ausführlichen Hilfe nach.
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